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Introducere

Una dintre cele mai importante probleme ı̂n analiza neliniară este as,a
numita problemă de echilibru scalar (prescurtat (EP)), care se poate formula,
după cum urmează: fie A s, i B două mult, imi nevide s, i f : A×B → R o funct, ie
dată. Problema constă ı̂n găsirea unui element ā ∈ A, astfel ı̂ncât

f(ā, b) ≥ 0, pentru orice b ∈ B. (1)

Elementul ā care satisface (1) se numes,te punctul de echilibru al lui f pe
A×B.

(EP) a fost intens studiat ı̂n ultimii ani (de ex. [27], [28], [29], [30], [31],
[82], [83], [84], [88] respectiv lucrările de referint, ă citate ı̂n cele amintite).
Pe lângă semnificat, ia teoretică, apar tot mai multe probleme din domeni-
ile economiei, mecanicii, electronicii s, i ale altor s,tiint,e aplicate care sust, in
studierea (EP). Problemele de echilibru includ cazuri particulare ca prob-
leme de optimizare scalară s, i vectorială, problema punctului s,a (minimax),
inegalităt,i variat,ionale, problema de echilibru Nash, etc.

Din câte s,tim, denumirea ”equilibrium problem” a fost stabilită ı̂n [31],
ı̂nsă problema propriu-zisă fusese studiată ı̂n urmă cu mai mult de douăzeci
de ani ı̂ntr-un articol scris de Ky Fan [69] ı̂n legătură cu as,a numitele ”in-
tersection theorems” (rezultate care stabilesc caracterul nevid al unei familii
de mult, imi). Ky Fan a studiat (EP) ı̂n cazul special când A = B este o
submult, ime compactă s, i convexă a unui topologic spat, iu vectorial Hausdorff
s, i pentru acesta a folosit termenul ”minimax inequality”. La scurt timp
după acest articol (̂ın acelas, i an) Brézis, Nirenberg s, i Stampacchia [50] au
ı̂mbunătăt, it rezultatul lui Ky Fan, extinzându-l la o mult, ime nu neaparat
compactă automat ı̂ndeplinită atunci când mult, imea este compactă.

Rezultatele recente privind existent,a solut, iilor (EP) apar ]n multe lucr[ri
dintre care amintim [27], [28], [29], [120]. Noi condit, ii necesare (s, i ı̂n unele
cazuri suficiente) pentru existent,a solut, iilor ı̂n cazul spat, iilor infinit dimen-
sionale au fost propuse ı̂n [83], acestea fiind ulterior simplificate s, i analizate
mai departe ı̂n [82].

Primul concept de bază ı̂n domeniul well posedness ı̂s, i are originea ı̂n ideea
clasică a lui J. Hadamard, formulată ı̂n 1922. Aceasta presupune existent,a
unei solut, ii optimale unice, ı̂mpreună cu o continuă dependent, ă fat, ă de datele
problemei.

La ı̂nceputul anilor 60, A. Tikhonov a introdus un nou concept de well
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posedness impunând convergent,a tuturor s, irurilor de minimizare către punc-
tul de minim bine definit.

Fie problema de optimizare scalară (D, h)

minh(a), a ∈ D

unde h : D → R, s, i D este o mult, ime nevidă. Problema este Tikhonov
well posed dacă s, i numai dacă există exact o solut, ie a0 ∈ D, astfel ı̂ncât
h(a0) ≤ h(a) pentru orice a ∈ D s, i

h(an)→ h(a0)

implică an → a0.

Exemplul 0.0.1. Fie D = Rn s, i funct,ia h(a) = |a| (orice normă).
Atunci 0 = argmin(D, h) s, i este evident că (D, h) este Tikhonov well

posed.

Exemplul 0.0.2. Fie D = R s, i

h(a) =

{
a pentru a > 0

|a+ 1| pentru a ≤ 0
,

ı̂n acest caz (D, h) nu este Tikhonov well posed (spunem că problema este
Tikhonov ill posed). Într-adevăr, singurul punct de minim este a0 = −1, dar
s, irul de minimizare an = 1/n nu converge către a0.

Dattoro [59] spune că dualitatea este un instrument puternic s, i des folosit
ı̂n matematica aplicată din mai multe motive. Primul motiv este că problema
duală este ı̂ntotdeauna convexă, chiar dacă cea primală nu este convexă.
Motivul al doilea este că numărul variabilelor ı̂n problema duală este egală cu
numărul constrângerilor ı̂n cea primală, iar acest număr este deseori mai mic
decât numărul variabilelor ı̂n problema primală. În al treilea rând, valoarea
maximă dată de problema duală este de multe ori egală cu cea minimă ı̂n
cazul problemei primale.

Lucrarea de fat, ă este organizată, după cum urmează. Pentru ı̂nceput,
reamintim câteva definit, ii care facilitează ı̂nt,elegerea sect, iunilor următoare.

Capitolul 2 se bazează pe problema de echilibru s, i generalizările acesteia.
Prezentăm câteva rezultate de existent, ă pentru solut, iile problemelor scalare
s, i vectoriale de echilibru. În anii trecut, i problemele vectoriale de echilibru
s, i cele de formă multivocă au fost intens studiate (de exemplu [51], [80]).
Aceste probleme pot fi formulate ı̂n felul următor: fie A o mult, ime nevidă a
unui topologic spat, iu vectorial X,B o mult, ime nevidă, Z un topologic spat, iu
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vectorial, C ⊂ Z un con convex s, i solid s, i f : A×B → Z o funct, ie de valoare
vectorială. Problema vectorială slabă de echilibru este

găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât f(ā, b) /∈ − intC pentru orice b ∈ B. (2)

În ultima parte a capitolului extindem rezultatele problemelor vectoriale
de echilibru pentru as,a numitele probleme slabe de echilibru multivoc. Dacă
f : A× B → 2Z , o metodă de a defini problema slabă de echilibru multivoc
este următoarea:

găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât f(ā, b) * − intC pentru orice b ∈ B. (3)

Este de ret, inut faptul că această problemă se reduce la o problemă slabă de
echilibru multivoc. Redăm aici câteva teoreme de existent, ă pentru problema
slabă de echilibru multivoc, precum s, i unele consecint,e ale acestor rezultat.

Capitolul 3 este dedicat calităt, ii unor probleme de echilibru de a fi well-
posed. Stabilim aici o relat, ie ı̂ntre Tikhonov well posedness pentru prob-
leme de echilibru s, i Tikhonov well posedness pentru jocuri necooperative,
apoi demonstrăm echivalent,a acestui tip de well posedness cu problemele de
echilibru s, i jocurile necooperative. Folosind aceste rezultate, ı̂n partea a două
a acestui capitol deducem relat, ia ı̂ntre proprietăt, ile de diametru. Apoi, ex-
tindem câteva dintre rezultatele obt, inute de Bianchi, Kassay s, i Pini ı̂n [26] la
problema vectorială tare de echilibru. De asemenea, studiem problema vec-
torială slabă de echilibru s, i enunt, ăm definit, iile pentru B-well posedness s, i M-
well posedness pentru cazul slab. Relat, ia dintre aceste tipuri de well posed-
ness este stabilită aici, apoi definim condit, ii suficiente pentru echivalent,a
not, iunilor well posedness.

Ultima parte a prezentei lucrări se ocupă de aplicat, ii. Capitolul 5 se
bazează pe jocurile necooperative s, i cooperative. La ı̂nceput prezentăm bine-
cunoscutul joc de două persoane cu suma zero s, i punctele s,a, oferind exemple.
Apoi, se arată modalitatea de a obt, ine un joc cooperativ pornind de la un joc
necooperativ (Bătălia sexelor). Sect, iunea următoare prezintă jocuri precum
”Economie cu mos, ieri s, i t, ărani, bazată pe product, ie” ”Economie cu negustori
de două tipuri, bazată pe schimb”, ”Aeroportul”, ”Falimentul”, ”Dezvoltarea
cooperativă a resurselor de apă ı̂n Japonia”, ”Jocul simplu”. În majoritatea
acestor cazuri, elementele mult, imii de jucători sunt, as,a cum le arată s, i de-
numirile, persoane reale, de exemplu mos, ieri s, i t, ărani, negustori, creditori
sau votant, i, dar mult, imea jucătorilor poate fi alcătuită s, i din obiective, as,a
cum se ı̂ntâmplă ı̂n cazul aterizărilor pe aeroporturi, asociat, iilor agricole sau
serviciilor municipale de apă s, i canalizare.

În ultima sect, iune deducem reprezentarea duală ı̂ntre funct, ia caracteristică
s, i funct, ia indirectă a jocului cu utilităt, i transferabile.
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În final, dăm o condit, ie de regularitate de tip ı̂nchidere care asigură max-
imal monotonia sumei generalizate S +A∗TA, utilizând operatori monotoni
tare reprezentabili s, i arătăm că ipoteza noastră este mai slabă decât cele
ment, ionate mai sus. Dăm a aplicat, ie utilă pentru dualitatea tare stabilă
utilizând funct, ia f + g ◦ A, unde f s, i g sunt funct, ii convexe, proprii s, i in-
ferior semicontinue, iar A este un operator liniar s, i continuu. Introducem
de asemenea unele formule de inf-convolut, ie generalizată s, i stabilim câteva
rezultate referitoare la conjugatele lor Fenchel. În ultima parte tratăm câteva
exemple ı̂n care sunt utilizate rezultatele generale pentru maximal monotonia
lui S + A∗TA.

Contribut, iile autoarei la această teză se bazează pe cinci articole, la patru
dintre acestea fiind coautoare. Unul [52], având ca subiect problema slabă
de echilibru multivoc, a apărut ı̂n The Special Volume in Honour of Boris
Mordukhovich, Springer Optimization and its Application ı̂n 2010, un altul
[47] online ı̂n Set-Valued and Variational Analysis ı̂n 2011, iar celelalte trei
[46], [45], [78] au fost trimise spre publicare la jurnale ISI.

Rezultatele noastre originale sunt formulate ı̂n următoarele definit, ii, teo-
reme, propozit, ii s, i corolare:

Capitolul 2: Lema 2.3.1, Definit, ia 2.3.2, Teorema 2.3.3, Corolarul 2.3.4,
Corolarul 2.3.5.

Capitolul 3: Teorema 3.1.9, Teorema 3.1.20, Propozit, ia 3.2.11, Propozit, ia
3.2.12, Definit, ia 3.2.13, Definit, ia 3.2.14, Observat, ia 3.2.15, Definit, ia 3.2.16,
Propozit, ia 3.2.17, Propozit, ia 3.2.18.

Capitolul 4: Observat, ia 4.5.5, Teorema 4.5.7, Corolarul 4.5.8, Teorema
4.5.10, Corolarul 4.5.11, Teorema 4.5.13, Corolarul 4.5.14, Teorema 4.5.15,
Corolarul 4.5.16, Teorema 4.5.17, Observat, ia 4.5.18, Observat, ia 4.5.19, Observat, ia
4.5.20, Observat, ia 4.5.21.

Capitolul 5: Teorema 5.2.1, Observat, ia 5.2.3, Teorema 5.2.4, Observat, ia
5.2.5, Corolarul 5.2.6, Corolarul 5.2.7, Teorema 5.2.8, Observat, ia 5.2.9, Coro-
larul 5.2.10, Teorema 5.3.1, Teorema 5.3.3, Corolarul 5.4.1, Corolarul 5.4.2,
Corolarul 5.4.3, Corolarul 5.4.4.
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Not, iuni s, i rezultate preliminare

Acest capitol cont, ine not, iunile matematice utilizate pe parcursul prezentei
teze de doctorat. Atât definit, iile conceptelor folosite des ı̂n domeniul nostru,
cât s, i observat, iile, respectiv propozit, iile aferente acestor concepte sunt date
ı̂n această sect, iune.
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Problema de echilibru

2.1 Problema scalară de echilibru

Fie A s, i B două mult, imi nevide. Fiind dată o bifunct, ie ϕ : A × B → R,
problema echilibrului este următoarea:

(EP ) găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ B.

În cele ce urmează, prezentăm câteva rezultate de existent, ă pentru prob-
lema de echilibru (EP). Kassay s, i Kolumbán prezintă un rezultat de existent, ă
general [89].

Teorema 2.1.3. Fie A un topologic spat,iu compact, B o mult,ime nevidă s, i
fie dată funct,ia f : A×B → R astfel ı̂ncăt

(i) pentru fiecare b ∈ B, funct,ia ϕ : A→ R este semicontinuă superior;

(ii) pentru fiecare a1, ..., am ∈ A, b1, ..., bk ∈ B, λ1, ..., λm ≥ 0 astfel ı̂ncât∑m
i=1 λi = 1, are loc inegalitatea

min
1≤j≤k

m∑
i=1

λif(ai, bj) ≤ sup
a∈A

min
1≤j≤k

f(a, bj)

(iii) oricare ar fi b1, ..., bk ∈ B, µ1, ..., µk ≥ 0 astfel ı̂ncât
∑k

j=1 µj = 1, are
loc

sup
a∈A

k∑
j=1

µjf(a, bj) ≥ 0.

Atunci problema echilibrului (EP) admite o solut,ie.
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2.2 Problema vectorială de echilibru

Fie ϕ : A×B → Z o funct, ie dată, unde A s, i B sunt două mult, imi nevide, Z
este un topologic spat, iu vectorial ordonat part, ial de conul convex C ⊆ Z cu
intC 6= ∅. Considerăm as,a-numita problemă vectorială de echilibru ı̂n două
feluri:

(V EP ) găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ −C\ {0} ∀ b ∈ B

s, i

(WVEP ) găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) /∈ −intC ∀ b ∈ B.

Prima problemă se numes,te problemă vectorială tare de echilibru, iar a
doua problemă vectorială slabă de echilibru.

Fie A o submult, ime nevidă a spat, iului X, B o mult, ime nevidă s, i fie
ϕ : A× B → Z. Următorul rezultat oferă condit, ii suficiente de existent, ă ale
solut, iilor problemei (WVEP).

Teorema 2.2.4. [51] Fie A o mult,ime compactă s, i ϕ : A×B → Z o funct,ie
astfel ı̂ncât:

(i) pentru orice b ∈ B, funct,ia ϕ(·, b) : A→ Z este semicontinuă superior
pe A;

(ii) pentru orice a1, a2, . . . , am ∈ A, λ1, λ2, . . . , λm ≥ 0 cu
∑m

i=1 λi = 1,
b1, . . . , bn ∈ B există u∗ ∈ C∗\ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λiu
∗(ϕ(ai, bi)) ≤ sup

a∈A
min
1≤j≤n

u∗(ϕ(a, bj));

(iii) oricare ar fi b1, . . . , bn ∈ B s, i z∗1 , . . . , z
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

z∗j (ϕ(a, bj)) ≥ 0.

Atunci problema (WVEP) admite o solut,ie.

2.3 Problema de echilibru multivoc

Fie A o submult, ime nevidă a unui topologic spat, iu vectorial real X, B o
mult, ime nevidă, Z un spat, iu normat, C ⊆ Z un con convex solid s, i ϕ :
A×B → 2Z este o multifunct, ie.
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Problema slabă de echilibru multivoc este:

(WWMEP ) găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) * −intC ∀ b ∈ B.

Prin C(Z) notăm mult, imea submult, imilor compacte ale spat, iului Z.
Primul rezultat este unul tehnic, iar demonstrat, ia sa se bazează pe teo-

rema de separare.

Lema 2.3.5. (A. Capătă, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie următoarele
condit,ii ı̂ndeplinite de bifunct,ia ϕ : A×B → C(Z)

(i) dacă familia {Ub,k | b ∈ B, k ∈ intC} acoperă mult,imea A, atunci ea
cont,ine o subacoperire finită, unde

Ub,k = {a ∈ A|ϕ(a, b) + k ⊆ −intC};

(ii) oricare ar fi a1, . . . , am ∈ A, λ1, . . . , λm ≥ 0 cu
∑m

i=1 λi = 1, b1, . . . , bn ∈
B, pentru orice dij ∈ ϕ(ai, bj) unde i ∈ {1, . . . ,m} s, i j ∈ {1, . . . , n}, există
u∗ ∈ C∗ \ {0} astfel ı̂ncât

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λiu
∗(dij) ≤ sup

a∈A
min
1≤j≤n

max u∗(ϕ(a, bj)),

(iii) pentru orice b1, . . . , bn ∈ B s, i z∗1 , . . . , z
∗
n ∈ C∗ nu toate nule, are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

max z∗j (ϕ(a, bj)) ≥ 0.

Atunci problema slabă de echilibru multivoc admite o solut,ie.

Introducem un nou concept de convexitate pentru mulitfunct, iile de două
variabile.

Definit, ia 2.3.6. (A. Capătă, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie T : X×Y →
2Z o mulifunct,ie, C ⊂ Z un con convex solid. Funct,ia T este asemănător
C-subconvexă ı̂n prima variabilă dacă, pentru orice θ ∈ intC, x1, x2 ∈ X s, i
t ∈ (0, 1) există un x3 ∈ X, astfel ı̂ncât

θ + tT (x1, y) + (1− t)T (x2, y) ⊂ T (x3, y) + intC pentru orice y ∈ Y.

Spunem că T este asemănător C-subconcavă ı̂n prima variabilă dacă −T
este asemănător C-subconvexă ı̂n prima variabilă.

Următorul rezultat oferă condit, ii suficiente de existent, ă ale solut, iilor
problemei ı̂n ipoteze de convexitate s, i continuitate.
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Teorema 2.3.7. (A. Capătă, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie A o mult,ime
compactă s, i fie ı̂ndeplinite următoarele condit,ii de bifunct,ia ϕ : A × B →
C(Z) :

(i) ϕ(·, b) este −C-continuă superior pentru orice b ∈ B;
(ii) ϕ este asemănător C-subconcavă ı̂n prima variabilă;
(iii) pentru orice b1, . . . , bn ∈ B s, i z∗1 , . . . , z

∗
n ∈ C∗ nu toate nule

sup
a∈A

n∑
j=1

max z∗j (ϕ(a, bj)) ≥ 0.

Atunci problema slabă de echilibru multivoc admite o solut,ie.

Considerăm un caz particular al problemei: Z = R s, i C = R+. Atunci
ϕ : A× A→ 2R s, i (WWMEP ) devine:

(MEP ) găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât ϕ(ā, b) * − intR+ ∀ b ∈ A.

Pentru acest caz particular obt, inem următorul rezultat:

Corolarul 2.3.8. (A. Capătă, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie ϕ : A×B →
C(R) o funct,ie multivocă, astfel ı̂ncât următoarele condit,ii să fie satisfăcute:

(i) dacă familia {Ub,k | b ∈ B, k > 0} acoperă mult,imea A, atunci ea
cont,ine o subacoperire finită unde

Ub,k = {a ∈ A|ϕ(a, b) + k ⊆ −intR+};

(ii) pentru orice a1, . . . , am ∈ A, λ1, . . . , λm ≥ 0 cu
∑m

i=1 λi = 1, b1, . . . , bn ∈
B, pentru orice dij ∈ ϕ(ai, bj) unde i ∈ {1, . . . ,m} s, i j ∈ {1, . . . , n}

min
1≤j≤n

m∑
i=1

λid
i
j ≤ sup

a∈A
min
1≤j≤n

max ϕ(a, bj);

(iii) pentru orice b1, . . . , bn ∈ B s, i z∗1 , . . . , z
∗
n ≥ 0 nu toate nule are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

max z∗j (ϕ(a, bj)) ≥ 0.

Atunci problema (MEP ) admite o solut,ie.

Corolarul 2.3.9. (A. Capătă, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie A o mult,ime
compactă s, i ϕ : A×B → C(R) o funct,ie astfel ı̂ncât

(i) ϕ(·, b) este −R+-continuă superior pentru orice b ∈ B;
(ii) ϕ este asemănător R+-subconcavă ı̂n prima variabilă;
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(iii) pentru orice b1, . . . , bn ∈ B s, i z∗1 , . . . , z
∗
n ≥ 0 nu toate nule are loc

sup
a∈A

n∑
j=1

max z∗j (ϕ(a, bj)) ≥ 0.

Atunci problema (MEP ) admite o solut,ie.

Fie A o submult, ime nevidă ı̂nchisă s, i convexă a unui spat, iu real local
convex s, i presupunem că ϕ(a, b) o submult, ime compactă a spat, iului R pentru
orice a, b ∈ A. Observăm că problema (MEP ) este echivalentă cu următoarea
problemă:

găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât max ϕ(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

cu alte cuvinte

(EP ) găsit, i ā ∈ A astfel ı̂ncât ψ(ā, b) ≥ 0 pentru orice b ∈ A,

unde ψ : X × X → R ∪ {+∞}, cu A × A ⊆ dom f este funct, ia dată de
ψ(a, b) = maxϕ(a, b) pentru orice a, b ∈ A. Presupunem că maxϕ(a, a) = 0
oricare ar fi a ∈ A. Fie a ∈ X. Conform [4], (EP ) poate fi redusă la problema
de optimizare

P (a) inf
b∈A

ψ(a, b).

Este simplu de verificat că ā ∈ A este o solut, ie a problemei de echilibru
(EP ) dacă s, i numai dacă este o solut, ie pentru P (ā).



Capitolul 3

Problema de echilibru well
posed

3.1 Tikhonov well posedness

Fie D o mult, ime nevidă s, i fie F : D×D → R o funct, ie. Atunci problemă de
echilibru constă ı̂n găsirea unui element a ∈ D astfel ı̂ncât

F (ā, b) ≥ 0, oricare ar fi b ∈ D. (1)

În cele ce urmează funct, ia F este dată astfel ı̂ncât F (a, a) = 0 pentru
orice a ∈ D.

Fie funct, ia gap G : D → [−∞,+∞) definită prin

G(a) = inf
b∈D

F (a, b),

care este nepozitivă pe mult, imea D, s, i G(ā) = 0 dacă s, i numai dacă ā este o
solut, ie a problemei de echilibru.

Definit, ia 3.1.1. [25] Problema de echilibru este Tikhonov well posed dacă
(i) există o singură solut,ie a ∈ D pentru EP,
(ii) pentru orice s, ir {an} ⊂ D astfel ı̂ncât G(an)→ 0, este an → a.

Definit, ia 3.1.2. Jocul necooperativ G = (X, Y, f, g) este Tikhonov well posed
dacă

(i) există un singur echilibru Nash (x̄, ȳ) s, i
(ii) orice echilibru Nash asimptotic (xn, yn) converge către (x̄, ȳ).

Putem enunt,a următorul rezultat:
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Teorema 3.1.3. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni) [45]) Fie X, Y topolog-
ice spat,ii Hausdorff s, i G = (X, Y, f, g) jocul cu două persoane aferent, cu
funct,iile utilitare reale f, g.

Jocul G este Tikhonov well posed dacă s, i numai dacă problema de echili-
bru EP(F,X × Y ) este de asemenea Tikhonov well posed, unde F (a, b) =
f(x, y) − f(u, y) + g(x, y) − g(x, v) pentru orice a = (x, y) ∈ X × Y and
b = (u, v) ∈ X × Y.

Relat, ia ı̂ntre diametre este următoarea:

Teorema 3.1.4. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni) [45]) Dacă există un echili-
bru Nash pentru jocul G = (X, Y, f, g) s, i

lim
ε→0,k→∞

diam Ωk
ε = 0,

atunci
diam(ε− argmin(EP ))→ 0, unde ε↘ 0.

Mai mult, s, i reciproca este adevărată dacă a → F (a, b) este semicontinuă
superior pentru orice b ∈ D s, i oricare ar fi ε > 0 s, i dacă funct,iile de profit f
s, i g sunt mărginite superioare.
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3.2 Problemă vectorială de echilibru B-well

posed s, i M-well posed

Fie X, Y două topologice spat, ii vectoriale s, i C un con ı̂nchis s, i convex ı̂n Y
cu interior nevid. Fie f : X ×X → Y o funct, ie cu f(x, x) = 0, pentru orice
x ∈ X, problema vectorială slabă de echilibru este: găsit, i x̄ ∈ X astfel ı̂ncât

f(x̄, y) /∈ −int C, pentru orice y ∈ X (2)

Introducem funct, ia multivocă Φ : X → 2Y definită prin:

Φ(x) = w-min
C

(f(x,X)), (3)

unde pentru oriceA ⊂ Y,mult, imea elementelor minimal este: w-minC(A) =
{a′ ∈ A : (A− a′) ∩ (−int C) = ∅}.

Elementul x̄ apart, ine mult, imii dacă s, i numai dacă 0 ∈ Φ(x̄), unde S este
mult, imea solut, iilor s, i ı̂n cele ce urmează presupunem că este nevidă.

Propozit, ia 3.2.1. Următoarele afirmat,ii sunt adevărate:

1. Φ(x) ∩ int C = ∅, for all x ∈ X;

2. x̄ ∈ S ⇔ 0 ∈ Φ(x̄);

3. x̄ ∈ S ⇒ Φ(x̄) ∩ C 6= ∅;

4. x̄ ∈ S ⇔ Φ(x̄) ∩ C ′ 6= ∅;

unde C ′ = (int C) ∪ {0}.

Propozit, ia 3.2.2. Dacă f(x, y) = F (y)− F (x), atunci {xn} este un s, ir de
maximizare dacă s, i numai dacă

F (xn) ⇀H w-minC F (X).

Definit, ia 3.2.3. Problema vectorială (2) este M-well-posed dacă:
(i) există cel put,in o solut,ie, e.g. S 6= ∅;
(ii) pentru orice s, ir de maximizare s, i pentru orice VX ∈ VX(0), există n0

astfel ı̂ncât xn ∈ S + VX , pentru orice n ≥ n0.

Definit, ia 3.2.4. Dacă ε ∈ C, atunci mult,imea
S(ε) = {x ∈ X : Φ(x) ∩ (C − ε) 6= ∅} este mult,imea solut,iilor ε-

aproximative pentru problema (2).

Este de notat că S(0) = S.



3.2 Problemă vectorială de echilibru B-well posed s, i M-well posed 16

Observat, ie 3.2.5. Putem stabili o legătură ı̂ntre această definit,ie s, i not,iunea
de solut,ii ε-slab-minimal

wQ(ε) = ∪y∈w-minC F (X){x ∈ X : F (x) ∈ y + ε− C}.

În cazul problemelor vectoriale de optimizare unde f(x, y) = F (y) − F (x),
este us,or de remarcat că S(ε) = wQ(ε) pentru orice x ∈ X.

Definit, ia 3.2.6. Problema de echilibru vectorial (2) este B-well-posed dacă
(i) există cel put,in o solut,ie, adică S 6= ∅;
(ii) proiect,ia S(·) : C → 2X este Hausdorff continuă superior ı̂n ε = 0,

adică pentru orice VX ∈ VX(0) există VY ∈ VY (0) astfel ı̂ncât S(ε) ⊂ S + VX
pentru orice ε ∈ VY ∩ C.

Propozit, ia 3.2.7. Orice problemă slabă de echilibru vectorial B-well-posed
este ı̂n acelas, i timp s, i M-well-posed.

Propozit, ia 3.2.8. Presupunem că problema slabă de echilibru vectorial este
M-well-posed s, i pentru orice VY ∈ VY (0) există ṼY ∈ VY (0) astfel ı̂ncât

Φ(X\cl(S)) ∩ (C + ṼY ) ⊆ VY .

Atunci problema este B-well-posed.



Capitolul 4

Jocuri necooperative s, i
cooperative

4.1 Jocuri necooperative de două persoane

cu suma zero s, i punctele s,a

Punctele s,a (teorema minimax)
Fie X, Y două mult, imi nevide s, i h : X×Y → R o funct, ie dată. Perechea

(x̄, ȳ) ∈ X × Y este un punct s,a pentru funct, ia h pe mult, imea X × Y dacă

h(x, ȳ) ≤ h(x̄, ȳ) ≤ h(x̄, y), ∀(x, y) ∈ X × Y. (1)

Fie A = B = X × Y s, i fie funct, ia f : A×B → R definită prin

f(a, b) := h(x, v)− h(u, y), ∀a = (x, y), b = (u, v). (2)

Atunci orice solut, ie a problemei (EP) este punct s,a pentru funct, ia h, s, i vice-
versa.

Punctul s,a poate fi caracterizat ı̂n felul următor. Presupunem că pentru
orice x ∈ X există miny∈Y h(x, y), s, i pentru orice y ∈ Y există maxx∈X h(x, y).
Atunci are loc propozit, ia următoare.

Propozit, ia 4.1.9. Funct,ia f admite un punct s,a pe mult,imea X×Y dacă s, i
numai dacă există maxx∈X miny∈Y f(x, y) s, i miny∈Y maxx∈X f(x, y) s, i sunt
egale.

În această sect, iune enumerăm următoarele exemple:
Jocuri de două persoane cu suma zero
Dualitate ı̂n optimizare
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Această problemă generală are multe cazuri particulare importante, de
exemplu: problema de optimizare cu restrict,ii de inegalitate s, i de egalitate,
problema de programare liniară, problema de programare conică.

4.2 Exemple de jocuri necooperative

Pentru a sublinia important,a (EP), prezentăm ı̂n această sect, iune câteva din-
tre cazurile sale particulare, intens studiate ı̂n literatura de specialitate. Cele
mai multe modelează probleme reale ale viet, ii, având originiea ı̂n mecanică,
economie, biologie, etc.

Problema de minimizare convexă
Problema punctului fix
Problema complementarităt,ii
Problema de echilibru Nash la jocuri necooperative
Problema de minimizare vectorială

4.3 Jocuri cooperative obt, inute din jocuri neco-

operative

Să ne amintim jocul ”Bătălia sexelor” pentru care strategiile sunt date. Ma-
tricea aferentă este:

L :=

(
(1, 4) (0, 0)
(0, 0) (4, 1)

)
Definit, ia 4.3.10. Fie G2 un joc de două persoane (necooperativ) cu mult,imi
finite ale strategiilor S1 s, i S2 s, i fie operatorul L = (L1, L2). Astfel, operatorul
jocului cooperativ corespunzător acestuia este:

L̂ : ∆S1×S2 → R× R

∑
i,j

λij(si, s̃j) 7→
∑
i,j

λijL(si, s̃j)

unde ∆S1×S2 = {
∑

i,j λij(si, s̃j)|
∑

i,j λij = 1, λij ∈ [0, 1]} este simplexul con-
struit pe perechile de strategii pure (si, s̃j).

Definit, ia 4.3.11. Fie G2 un joc de două persoane s, i operatorul L̂ jocului
cooperativ corespunzător. Perechea de pierderi (u, v) ∈ im(L̂) este pereche
subdominată de (u′, v′) ∈ im(L̂) dacă u′ ≤ u s, i v′ ≤ v s, i (u′, v′) 6= (u, v).
Perechea (u, v) este Pareto optimală dacă nu este pereche subdominată.



4.4 Jocuri cooperative ı̂n formă de funct, ie caracteristică 19

Definit, ia 4.3.12. Fie G2 un joc de două persoane s, i operatorul L̂ jocului
cooperativ corespunzător. Mult,imea

B := {(u, v) ∈ im(L)|u ≤ u∗, v ≤ v∗ s, i (u, v) Pareto optimală }

este mult,imea de negociere.

4.4 Jocuri cooperative ı̂n formă de funct, ie

caracteristică

Definit, ia 4.4.13. Fie n ∈ N. Jocul cooperativ de n-persoane ı̂n formă de
funct,ie caracteristică este perechea (N, v), unde N este o mult,ime de n ele-
mente s, i v : 2N → R este o funct,ie pe mult,imea 2N s, i pentru care v(∅) = 0.

Elementele mult, imiiN sunt numite jucători, iar funct, ia relevantă v funct, ia
caracteristică a jocului. O submult, ime S din mult, imea de jucătoriN (S ⊂ N)
se numes,te coalit, ie, iar v(S) valoarea (puterea) coalit, iei S ı̂n joc. În multe
cazuri, elementele din mult, imea de jucători N reprezintă clase sociale reale,
de exemplu proprietari de terenuri agricole s, i t, ărani, negustori, creditori sau
votant, i, dar mult, imea de jucători poate fi alcătuită din obiectivele binecunos-
cutelor cazuri TVA, pistele aeroporturilor, asociat, ii agricole sau serviciile
municipale de apă s, i canalizare.

4.5 Reprezentarea duală ı̂ntre funct, ia carac-

teristică s, i funct, ia indirectă a jocului UT

Stabilim mult, imea de jucători N s, i mult, imea P(N) = {S|S ⊆ N} alcătuită
din submult, imile lui N (inclusiv mult, imea vidă ∅). Un joc cooperativ cu
utilităt, i transferabile este definit prin as,a numita funct, ie caracteristică v :
P(N) → R pentru care v(∅) = 0. As,adar, jocul UT alocă fiecărei coalit, ii
S ⊆ N valoarea (puterea) v(S) ı̂nsumând beneficiile (monetare) realizate
prin cooperarea membriilor lui S.

Definit, ia 4.5.14. ( [100], pagina 292) Pentru orice joc UT de n-persoane
s, i v : P(N)→ R, considerăm funct, ia indirectă πv : RN → R, definită prin

πv(~y) = max
S⊆N
{v(S)−

∑
k∈S

yk} pentru oricare ~y = (yk)k∈N ∈ RN , (3)

unde, pentru orice S ⊆ N (inclusiv mult,imea vidă, ∅), excesul ev(S, ~y) =
v(S)−

∑
k∈S

yk.
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Observat, ie 4.5.15. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B.
Mosoni [78]) Fie X ⊆ Rn o submult,ime s, i fie funct,ia f : X → R ∪
{+∞,−∞} Atunci funct,ia conjugată Fenchel-Moreau f ∗X : Rn → R∪{+∞,−∞}
este definită prin

f ∗X(~y) = sup[< ~y, ~x > −f(~x) | ~x ∈ X] pentru orice ~y ∈ Rn.

În contextul unui joc UT de n-persoane v : P(N) → R cu v(∅) = 0, fie
X = {−1S ∈ Rn | S ⊆ N} s, i funct,ia f v : X → R definită de f v(~x) = −v(S)
pentru orice ~x = −1S, conjugata Fenchel-Moreau f ∗v,X : Rn → R corespunde
cu funct,ia indirectă πv definită prin (3).

Teorema 4.5.16. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane v : P(N) → R 1-convex. Atunci funct,ia
indirectă πv : RN → R satisface proprietăt,ile următoare:

(i) πv(~y) = max[0, v(N) −
∑
k∈N

yk] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN cu

yi ≤ bvi oricare ar fi i ∈ N .

(ii)

πv(~y) = max[0, v(N\{`})−
∑

k∈N\{`}

yk]

= max[0, v(N)−
∑
k∈N

yk + y` − bv` ]

pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN astfel ı̂ncât există unicul ` ∈ N cu
y` > bv` s, i yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N , i 6= `.

Corolarul 4.5.17. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Oricare ar fi jocul UT de n-persoane 1-convex cu funct,ia v : P(N)→ R,
următoarele trei afirmat,ii sunt echivalente (~y = (yk)k∈N ∈ RN)

(i) ~y ∈ Core(v), adică ~y(N) = v(N) s, i ~y(S) ≥ v(S) pentru orice
S ⊆ N , S 6= ∅

(ii) ~y(N) = v(N) s, i πv(~y) = 0

(iii) ~y(N) = v(N) s, i ~y ≤ ~bv, i.e., yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N

În cele ce urmează ı̂nlocuim 1-convexitatea cu 2-convexitatea ı̂n jocul de
n-persoane.
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Teorema 4.5.18. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane v : P(N) → R 2-convex. Atunci, funct,ia
indirectă πv : RN → R satisface proprietăt,ile următoare:

(i) πv(~y) = max[0, v(N)−
∑
k∈N

yk, (v({i})−yi)i∈N ] pentru orice ~y ∈ RN

cu ~y ≤ ~bv.

(ii) πv(~y) = max[0, v(N\{`}) −
∑

k∈N\{`}
yk] = max[0, v(N) −

∑
k∈N

yk +

y` − bv` ] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN astfel ı̂ncât există un singur
element ` ∈ N cu y` > bv` ≥ v({`}) s, i v({i}) ≤ yi ≤ bvi pentru orice
i ∈ N , i 6= `.

(iii) πv(~y) = max[v(N)−
∑
k∈N

yk, v({j})− yj] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈

RN astfel ı̂ncât există un singur element j ∈ N cu yj < v({j}) ≤ bvj s, i
v({i}) ≤ yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N , i 6= j.

(iv) πv(~y) = max[v(N\{`}) −
∑

k∈N\{`}
yk, v({j}) − yj] = max[v(N) −∑

k∈N
yk + y` − bv` , v({j}) − yj] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN ast-

fel ı̂ncât există un singur j, ` ∈ N cu y` > bv` ≥ v({`}), yi ≤ bvi pentru
orice i ∈ N , i 6= `, s, i yj < v({j}) ≤ bvj , yi ≥ v({i}) pentru orice i ∈ N ,
i 6= j.

Corolarul 4.5.19. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Oricare ar fi jocul UT de n-persoane 2-convex cu funct,ia v : P(N)→ R,
următoarele trei afirmat,ii sunt echivalente (~y = (yk)k∈N ∈ RN)

(i) ~y ∈ Core(v), i.e., ~y(N) = v(N) s, i ~y(S) ≥ v(S) pentru
orice S ⊆ N , S 6= ∅

(ii) ~y(N) = v(N) s, i πv(~y) = 0

(iii) ~y(N) = v(N) s, i v({i}) ≤ yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N

Teorema 4.5.20. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane cu funct,ia v : P(N) → R un joc big boss,
unde jucătorul 1 este big boss-ul. Atunci, funct,ia indirectă πv : RN → R
satisface proprietăt,ile următoare:

(i) πv(~y) = max[0, v(N) −
∑
k∈N

yk] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN cu

0 ≤ yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N\{1}.
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(ii) πv(~y) = max[0, v(N\{`}) −
∑

k∈N\{`}
yk] = max[0, v(N) −

∑
k∈N

yk +

y` − bv` ] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN astfel ı̂ncât există un singur
` ∈ N\{1} cu y` > bv` ≥ 0 s, i 0 ≤ yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N\{1, `}.

(iii) πv(~y) = max[−y`, v(N) −
∑
k∈N

yk] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN

astfel ı̂ncât există un singur ` ∈ N\{1} cu y` < 0 ≤ bv` s, i 0 ≤ yi ≤ bvi
pentru i ∈ N\{1, `}.

(iv) πv(~y) = max[−yj, v(N\{`})−
∑

k∈N\{`}
yk] = max[−yj, v(N)−

∑
k∈N

yk+

y` − bv` ] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN astfel ı̂ncât există un singur
j, ` ∈ N\{1} cu y` > bv` ≥ 0, yj < 0 ≤ bvj , s, i 0 ≤ yi ≤ bvi pentru orice
i ∈ N\{1, j, `}.

Corolarul 4.5.21. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Pentru orice joc big boss cu funct,ia v : P(N)→ R, unde jucătorul 1 este
big boss-ul, următoarele trei afirmat,ii sunt echivalente (~y = (yk)k∈N ∈ RN)

(i) ~y ∈ Core(v), i.e., ~y(N) = v(N) s, i ~y(S) ≥ v(S) pentru
orice S ⊆ N , S 6= ∅

(ii) ~y(N) = v(N) s, i πv(~y) = 0

(iii) ~y(N) = v(N) s, i 0 ≤ yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N\{1}

Teorema 4.5.22. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane cu funct,ia v : P(N) → R un joc clan,
coalit,ia T ⊆ N cu cel put,in doi jucători este clanul. Atunci, funct,ia indi-
rectă πv : RN → R satisface proprietăt,ile următoare:

(i) πv(~y) = max[0, v(N) −
∑
k∈N

yk] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN cu

yi ≥ 0 pentru orice i ∈ N s, i yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N\T .

(ii) πv(~y) = max[0, v(N\{`}) −
∑

k∈N\{`}
yk] = max[0, v(N) −

∑
k∈N

yk +

y` − bv` ] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN astfel ı̂ncât există un singur
` ∈ N\T cu y` > bv` ≥ 0, yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N\T , i 6= `, s, i yi ≥ 0
pentru orice i ∈ N .

(iii) πv(~y) = max[−y`, v(N) −
∑
k∈N

yk] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN

astfel ı̂ncât există un singur ` ∈ N cu y` < 0, yi ≥ 0 pentru orice
i ∈ N\{`}, s, i yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N\T .
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(iv) πv(~y) = max[−yj, v(N\{`})−
∑

k∈N\{`}
yk] = max[−yj, v(N)−

∑
k∈N

yk+

y` − bv` ] pentru orice ~y = (yk)k∈N ∈ RN astfel ı̂ncât există un sin-
gur j ∈ N , ` ∈ N\T cu yj < 0, yi ≥ 0 pentru orice i ∈ N\{j}, s, i
y` > bv` ≥ 0, yi ≤ bvi pentru orice i ∈ N\T , i 6= `.

Corolarul 4.5.23. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Pentru fiecare joc clan cu proprietăt,ile numite, următoarele afirmat,ii
sunt echivalente:

(i) ~y ∈ Core(v), i.e., ~y(N) = v(N) s, i ~y(S) ≥ v(S) pentru
orice S ⊆ N , S 6= ∅

(ii) ~y(N) = v(N) s, i πv(~y) = 0

(iii) ~y(N) = v(N) s, i yi ≥ 0 pentru orice i ∈ N s, i yi ≤ bvi pentru
orice i ∈ N\T

În cele ce urmează dăm caracterizarea geometrică a jocului clan când
coalit, ia T ⊆ N este clanul.

Teorema 4.5.24. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie v : P(N)→ R un joc UT de n-persoane s, i ~x = (xk)k∈N ∈ RN sat-
isface proprietatea de eficient,ă ~x(N) = v(N).

(i) Pentru orice pereche de jucători i, j ∈ N , i 6= j, funct,ia indirectă
πv : RN → R satisface πv(~xijδ) = svij(~x) + δ, dacă δ ≥ 0 este suficient
de mare.

(ii) ~x ∈ K∗(v) dacă s, i numai dacă pentru orice pereche de jucători i, j ∈ N ,
i 6= j, funct,ia indirectă satisface πv(~xijδ) = πv(~xjiδ) pentru δ suficient
de mare.



Capitolul 5

Maximal monotonia sumei
generalizate a doi operatori
maximal monotoni

În cele ce urmează X s, i Y să fie spat, ii Banach s, i notăm cu X∗, Y ∗ dualele
acestora. Fie S : X → 2X

∗
, T : Y → 2Y

∗
doi operatori monotoni. Mai

mult, considerăm operatorul A : X → Y liniar s, i continuu s, i notăm cu A∗

operatorul adjunct a lui A. Reamintim că suma generalizată (vezi [130]),
operatorilor monotoni S, s, i T este definită ı̂n modul următor:

M : X → 2X
∗
, M(x) = (S + A∗TA)(x).

Evident, dacă X = Y s, i A ≡ idX , suma va fi suma operatorilor monotoni,
aceasta ı̂nsemnând că

M : X → 2X
∗
, M(x) := (S + T )(x),

iar dacă S(x) = 0 pentru orice x ∈ X, obt, inem operatorul de compunere

M : X → 2X
∗
, M(x) = A∗TA(x).

5.1 Operatori s, i funct, ii reprezentative maxi-

mal monotoni

Reamintim aici not, iunile s, i teoremele ce urmează să fie folosite ı̂n următoarea
sect, iune. În cele ce urmează considerăm X spat, iul Banach netrivial, X∗

spat, iul dual s, i X∗∗ spat, iul bidual. Un operator multivoc S : X → 2X
∗

este
monoton dacă

〈y∗ − x∗, y − x〉 ≥ 0, când y∗ ∈ S(y) s, i x
∗ ∈ S(x).
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Operatorul monoton S este maximal monoton, dacă graficul lui S,

G(S) = {(x, x∗) : x∗ ∈ S(x)} ⊆ X ×X∗

nu este inclus ı̂n ı̂ntregime ı̂n graficul vreunui operator monoton S ′ : X →
2X

∗
. Pentru S luăm ı̂n considerare domeniul D(S) = {x ∈ X : S(x) 6= ∅} =

prX(G(S)) s, i raza R(S) = ∪x∈XS(x) = prX∗(G(S)) a acestuia.

5.2 Dualitatea tare stabilă s, i infimal convo-

lut, ii generalizate

Fie X s, i Y spat, ii reale local convexe separate s, i dualele X∗ s, i Y ∗.

Teorema 5.2.25. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47]) Fie f :
X → R s, i g : Y → R funct,ii convexe, proprii s, i inferior semicontinui s, i
A : X → Y un operator liniar s, i continuu, iar A∗ : Y ∗ → X∗ operatorul
adjunct al lui A. Presupunem că dom(f) ∩ A−1(dom(g)) 6= ∅.

(a) Fie U o submult,ime nevidă a lui X∗. Următoarele afirmat,ii sunt echiva-
lente:

(i) supx∈X{〈x∗, x〉−(f+g◦A)(x)} = miny∗∈Y ∗{f ∗(x∗−A∗y∗)+g∗(y∗)}
pentru orice x∗ ∈ U.
(ii) Mult,imea {(x∗ + A∗y∗, r) : f ∗(x∗) + g∗(y∗) ≤ r} este ı̂nchisă cu
privire la mult,imea U × R ı̂n topologia (X∗, w∗)× R.

(b) Dacă X s, i Y sunt spat,ii Fréchet s, i

0 ∈ ic(dom(g)− A(dom(f))),

atunci afirmat,iile (i) s, i (ii) sunt valabile pentru orice U ⊆ X∗.

Observat, ie 5.2.26. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47])Se ob-
servă că dacă X s, i Y sunt spat, ii Fréchet atunci condit, ia că mult, imea {(x∗+
A∗y∗, r) : f ∗(x∗) + g∗(y∗) ≤ r} este ı̂nchisă ı̂n topologia (X∗, w∗) × R este
mai slabă decât condit, ia 0 ∈ ic(dom(g)− A(dom(f))).

Teorema 5.2.27. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47])
Presupunem că A(prX(dom(f))) ∩ (prY (dom(g))) 6= ∅.

a) Afirmat,iile următoare sunt echivalente:

(i) Mult,imea {(x∗+A∗y∗, x∗∗, y∗∗, r) : f ∗(x∗, x∗∗)+g∗(y∗, y∗∗) ≤ r} este
ı̂nchisă cu privire la mult,imea X∗ ×∆A∗∗

X∗∗ × R ı̂n topologia (X∗, w∗)×
(X∗∗, w∗)× (Y ∗∗, w∗)× R, unde ∆A∗∗

X∗∗ = {(x∗∗, A∗∗x∗∗) : x∗∗ ∈ X∗∗}.
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(ii) (f4A
2 g)∗(x∗, x∗∗) = (f ∗4A

1 g
∗)(x∗, x∗∗) s, i f ∗4A

1 g
∗ este exactă ( infi-

mumul din definit,ia funct,iei f ∗4A
1 g
∗ este atins) pentru orice (x∗, x∗∗) ∈

X∗ ×X∗∗.

b) Dacă
0 ∈ ic(prY dom(g)− A(prXdom(f)))

atunci afirmat,iile (i) s, i (ii) sunt adevărate.

Observat, ie 5.2.28. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47])
Considerăm ipoteza Teoremei 5.2.27 s, i respectând notat, iile folosite ı̂n

demostrat, ie, avem

ic(dom(G)−N(dom(F ))) = ri(dom(G)−N(dom(F ))),

sau echivalent
ic(prY dom(g)− A(prXdom(f)))

= ri(prY dom(g)− A(prXdom(f))).

Fie X s, i Y spat, ii Banach reflexive. Atunci, putem scrie Teorema 5.2.27
ı̂n forma următoare:

Corolarul 5.2.29. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47])
Considerăm funct, ia proprie, convexă s, i inferior semicontină f : X×X∗ →

R s, i g : Y × Y ∗ → R. Dacă A(prX(dom(f))) ∩ (prY (dom(g))) 6= ∅ atunci
următoarele condit, ii sunt echivalente:

(i) Mult, imea {(x∗ + A∗y∗, x, y, r) : f ∗(x∗, x) + g∗(y∗, y) ≤ r} este ı̂nchisă
cu privire la X∗×∆A

X ×R ı̂n topologia (X∗, ‖ · ‖∗)× (X, ‖ · ‖)× (Y, ‖ · ‖)×R,
unde ∆A

X = {(x,Ax) : x ∈ X}.
(ii) (f4A

2 g)∗(x∗, x) = (f ∗4A
1 g
∗)(x∗, x) s, i f ∗4A

1 g
∗ este exactă pentru orice

(x∗, x) ∈ X∗ ×X.

Fie X, Y spat, ii Banach reflexive, cu bidualele indentice cu aceleas, i X s, i
Y. În cazul acesta avem f ∗4A

1 g
∗ : X∗ ×X → R,

(f ∗4A
1 g
∗)(x∗, x) = inf{f ∗(x∗ − A∗y∗, x) + g∗(y∗, Ax) : y∗ ∈ Y ∗}.

Teorema 5.2.30. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47]) Pre-
supunem că A(prX(dom(f ∗))) ∩ (prY (dom(g∗))) 6= ∅.

a) Afirmat,iile următoare sunt echivalente:

(i) Mult,imea {(x∗ +A∗y∗, x, y, r) : f(x, x∗) + g(y, y∗) ≤ r} este ı̂nchisă
cu privire la X∗×∆A

X×R ı̂n topologia (X∗, ‖·‖∗)×(X, ‖·‖)×(Y, ‖·‖)×R
unde ∆A

X = {(x,Ax) : x ∈ X}.
(ii) (f ∗4A

1 g
∗)∗(x, x∗) = (f4A

2 g)(x, x∗) s, i (f4A
2 g) este exactă pentru

orice (x, x∗) ∈ X ×X∗.
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b) Dacă
0 ∈ ic(prY dom(g∗)− A(prXdom(f ∗)))

atunci afirmat,iile (i) s, i (ii) sunt adevărate.

Observat, ie 5.2.31. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47])
Considerăm ipoteza Teoremei 5.2.30 s, i respectând notat, iile folosite ı̂n

demostrat, ie, obt, inem

ic(dom(G)−N(dom(F ))) = ri(dom(G)−N(dom(F ))),

sau echivalent
ic(prY dom(g∗)− A(prXdom(f ∗)))

= ri(prY dom(g∗)− A(prXdom(f ∗))).

Fie X = Y s, i A ≡ idX ı̂n Teorema 5.2.30 atunci obt, inem corolarul
următor.

Corolarul 5.2.32. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47])
Presupunem că prX(dom(f ∗)) ∩ prY (dom(g∗)) 6= ∅.

a) Afirmat, iile următoare sunt echivalente:

(i) Mult, imea {(x∗+ x∗, x, x, r) : f(x, x∗) + g(y, y∗) ≤ r} este ı̂nchisă cu
privire la X∗×∆X×R ı̂n topologia (X∗, ‖·‖∗)×(X, ‖·‖)×(X, ‖·‖)×R,
unde ∆X = {(x, x) : x ∈ X}.
(ii) (f ∗�1g

∗)∗(x, x∗) = (f�2g)(x, x∗) s, i f�2g este exactă pentru orice
(x, x∗) ∈ X ×X∗.

b) Dacă
0 ∈ ic(prXdom(g∗)− prXdom(f ∗))

= ri(prXdom(g∗)− prXdom(f ∗))

atunci afirmat, iile (i) s, i (ii) sunt adevărate.

5.3 Maximal monotonia operatorului S+A∗TA

În această sect, iune dăm câteva condit, ii suficiente, care să asigure maximal
monotonia lui S + A∗TA, unde S s, i T sunt operatori maximal monotoni de
tip Gossez (D).
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Teorema 5.3.33. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47]) Fie A :
X → Y un operator liniar s, i continuu s, i A∗ operatorul adjunct al lui A,
iar A∗∗ biadjunctul lui A. Fie S : X → 2X

∗
s, i T : Y → 2Y

∗
doi operatori

monotoni tare-reprezentabili (strongly-representable monotone operators) cu
funct,iile de reprezentare (strong representative functions) hS s, i hT astfel ı̂ncât
A(prX(dom(hS)))∩ (prY (dom(hT ))) 6= ∅. Considerăm funct,ia h : X ×X∗ →
R, h(x, x∗) = cl‖·‖×‖·‖∗(hS4A

2 hT )(x, x∗). Presupunem că următoarele condit,ii
sunt satisfăcute:

(a) 0 ∈ ic(prY dom(hT )− A(prXdom(hS)));

(b) mult,imea {(x∗ + A∗y∗, x∗∗, y∗∗, r) : h∗S(x∗, x∗∗) + h∗T (y∗, y∗∗) ≤ r} este
ı̂nchisă cu privire la X∗×∆A∗∗

X∗∗×R ı̂n topologia (X∗, w∗)× (X∗∗, w∗)×
(Y ∗∗, w∗)× R, unde ∆A∗∗

X∗∗ = {(x∗∗, A∗∗x∗∗) : x∗∗ ∈ X∗∗}.

Atunci h este funct,ie de reprezentare (strong representative function) a lui
S+A∗TA s, i S+A∗TA este operatorul monoton tare-reprezentabil (strongly-
representable monotone operator).

Dacă presupunem că X s, i Y sunt spat, ii Banach reflexive, atunci avem
următorul rezultat:

Teorema 5.3.34. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47]) Fie A :
X → Y un operator liniar s, i continuu s, i A∗ operatorul adjunct a lui A. Fie
S : X → 2X

∗
s, i T : Y → 2Y

∗
doi operatori maximal monotoni cu funct,ii de

reprezentare (representative functions) hS s, i hT , astfel ı̂ncât A(prX(dom(h∗S)))∩
(prY (dom(h∗T ))) 6= ∅. Considerăm funct,ia h : X × X∗ → R, h(x, x∗) =
(h∗S4A

1 h
∗
T )∗(x, x∗). Presupunem că următoarele condit,ii sunt satisfăcute:

(a) 0 ∈ ic(prY dom(h∗T )− A(prXdom(h∗S)));

(b) mult,imea {(x∗+A∗y∗, x, y, r) : hS(x, x∗)+hT (y, y∗) ≤ r} este ı̂nchisă cu
privire la X∗×∆A

X×R ı̂n topologia (X∗, ‖·‖∗)×(X, ‖·‖)×(Y, ‖·‖)×R.

Atunci h este funct,ia de reprezentare (representative function) a lui S+A∗TA
s, i S + A∗TA este un operator maximal monoton.

5.4 Cazuri particulare

Fie X = Y s, i A ≡ idX , atunci suma generalizată S +A∗TA devine S + T s, i
4A

1 , 4A
2 devin �1, �2, de aceea din Teorema 5.3.33 obt, inem:
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Corolarul 5.4.35. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47])
Fie S, T : X → 2X

∗
doi operatori monotoni tare-reprezentabili (strongly-

representable monotone operators) cu funct, iile de reprezentare (strong rep-
resentative functions) hS s, i hT astfel ı̂ncât

(prX(dom(hS))) ∩ (prY (dom(hT ))) 6= ∅,

s, i considerăm funct, ia h : X ×X∗ → R,

h(x, x∗) = cl‖·‖×‖·‖∗(hS�2hT )(x, x∗).

Presupunem că următoarele condit, ii sunt satisfăcute:

(a) 0 ∈ ic(prXdom(hT )− prXdom(hS));

(b) mult, imea {(x∗ + y∗, x∗∗, y∗∗, r) : h∗S(x∗, x∗∗) + h∗T (y∗, y∗∗) ≤ r} este
ı̂nchisă cu privire la X∗×∆X∗∗×R ı̂n topologia (X∗, w∗)× (X∗∗, w∗)×
(X∗∗, w∗)× R unde ∆X∗∗ = {(x∗∗, x∗∗) : x∗∗ ∈ X∗∗}.

Atunci h este funct, ia de reprezentare (representative function) a lui S+T s, i
S + T este un operator maximal monoton.

Acum presupunem că X este un spat, iu Banach reflexiv. Atunci obt, inem
următorul corolar:

Corolarul 5.4.36. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47]) Fie
S, T : X → 2X

∗
doi operatori monotoni tare-reprezentabili (strongly-representable

monotone operators) cu funct,iile de reprezentare (strong representative func-
tions) hS s, i hT astfel ı̂ncât

prX(dom(h∗S)) ∩ prX(dom(h∗T )) 6= ∅.

Considerăm funct,ia h : X ×X∗ → R

h(x, x∗) = (h∗S�1h
∗
T )∗(x, x∗).

Presupunem că următoarele condit,ii sunt satisfăcute:

(a) 0 ∈ ic(prXdom(h∗T )− prXdom(h∗S));

(b) mult,imea {(x∗ + y∗, x, y, r) : hS(x, x∗) + hT (y, y∗) ≤ r} este ı̂nchisă cu
privire la X∗×∆X×R ı̂n topologia (X∗, ‖·‖∗)×(X, ‖·‖)×(X, ‖·‖)×R.

Atunci h este funct,ia de reprezentare (representative function) a lui S+T s, i
S + T este operatorul maximal monoton.
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Din Teorema 5.3.33 obt, inem următorul

Corolarul 5.4.37. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47]) Fie
T : Y → 2Y

∗
un operator monoton tare-reprezentabil (strongly-representable

monotone operator) cu funct,ia de reprezentare (strong representative func-
tion) hT s, i A : X → Y liniară s, i continuă astfel ı̂ncât (im A∩prY (domhT ) 6=
∅). Presupunem că următoarele condit,ii sunt satisfăcute:

(a) 0 ∈ ic(im A− prY (domhT ));

(b) mult,imea {(A∗v∗, v∗∗, r) : r ∈ R, h∗T (v∗, v∗∗) ≤ r} este ı̂nchisă cu privire
la X∗ × im A∗∗ × R ı̂n topologia (X∗, w∗)× (Y ∗∗, w∗)× R.

Atunci funct,ia h : X ×X∗ → R, h(x, x∗) = cl‖·‖×‖·‖∗h
A
T (x, x∗) este funct,ie de

reprezentare (strong representative function) a lui A∗TA s, i A∗TA este opera-
torul monoton tare-reprezentabil (strongly-representable monotone operator).

Fie X s, i Y spat, ii Banach reflexive. Atunci din Teorema 5.3.34 obt, inem
corolarul următor:

Corolarul 5.4.38. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. László [47]) Fie
T : Y → 2Y

∗
un operator monoton tare-reprezentabil (strongly-representable

monotone operator) cu funct,a de reprezentare (strong representative func-
tion) hT s, i A : X → Y liniară s, i continuă astfel ı̂ncât (im A∩prY (domhT ) 6=
∅). Presupunem că următoarele condit,ii sunt satisfăcute:

(a) 0 ∈ ic(im A− prY (domhT ));

(b) mult,imea {(A∗v∗, v, r) : r ∈ R, hT (v, v∗) ≤ r} este ı̂nchisă cu privire la
X∗ × im A× R ı̂n topologia (X∗, | · ‖∗)× (Y, | · ‖)× R.

Atunci funct,ia h : X×X∗ → R, h(x, x∗) = hAT (x, x∗) este funct,ie de reprezentare
(representative function) a lui A∗TA s, i A∗TA este operatorul monoton reprezentabil
(representable monotone operator).



Bibliografie

[1] Y.I. Alber: The penalty method for variational inequalities with nons-
mooth unbounded operators in Banach space, Numer. Funct. Analysis
Optim. vol. 16, pp. 1111-1125, 1995

[2] A. Aleman: On Some Generalizations of Convex Sets and Convex
Functions, Mathematica - Revue d’Analyse Numeriue et de la The-
orie de l’Approximation, vol. 14, pp. 1-6, 1985

[3] C.D. Aliprantis, K.C. Border: Infinite dimensional analysis, Springer,
Heidelberg, 1999
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[6] L.Q. Anh, P.Q. Khanh: On the Hölder continuity of solutions to para-
metric multivalued vector equilibrium problems, J. of Math. Analysis
and Appl. vol. 321, pp. 308-315, 2006

[7] L.Q. Anh, P.Q. Khanh: On the Stability of the Solution Sets of General
Multivalued Vector Quasiequilibrium Problems, J. Opt. Theory Appl.
vol. 135, pp. 271-284, 2007

[8] L.Q. Anh, P.Q. Khanh: Various kinds of semicontinuity and the solu-
tion sets of parametric multivalued symmetric vector quasiequilibrium
problems, J. Global Optim. vol. 41, pp. 539-558, 2008



BIBLIOGRAFIE 32

[9] L.Q. Anh, P.Q. Khanh: Uniqueness and Hölder continuity of the so-
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[154] C. Zălinescu: Convex Analysis in General Vector Spaces, World Scien-
tific, Singapore, 2002
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