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Introducere

Una dintre cele mai importante probleme in analiza neliniara este asa
numita problema de echilibru scalar (prescurtat (EP)), care se poate formula,
dupa cum urmeaza: fie A si B doua multimi nevide si f : Ax B — R o functie
data. Problema consta in gasirea unui element a € A, astfel incat

f(a,b) >0, pentru orice b € B. (1)

Elementul a care satisface (1) se numeste punctul de echilibru al lui f pe
A x B.

(EP) a fost intens studiat in ultimii ani (de ex. [27], [28], [29], [30], [31],
[82], [83], [84], [88] respectiv lucrarile de referinta citate in cele amintite).
Pe langa semnificatia teoretica, apar tot mai multe probleme din domeni-
ile economiei, mecanicii, electronicii si ale altor stiinte aplicate care sustin
studierea (EP). Problemele de echilibru includ cazuri particulare ca prob-
leme de optimizare scalara si vectoriald, problema punctului sa (minimaz),
inegalitatt variationale, problema de echilibru Nash, etc.

Din cate stim, denumirea ”equilibrium problem” a fost stabilita in [31],
insa problema propriu-zisa fusese studiata in urma cu mai mult de douazeci
de ani intr-un articol scris de Ky Fan [69] in legatura cu asa numitele ”in-
tersection theorems” (rezultate care stabilesc caracterul nevid al unei familii
de multimi). Ky Fan a studiat (EP) in cazul special cand A = B este o
submultime compacta si convexa a unui topologic spatiu vectorial Hausdorff
si pentru acesta a folosit termenul "minimax inequality”. La scurt timp
dupa acest articol (in acelasi an) Brézis, Nirenberg si Stampacchia [50] au
imbunatatit rezultatul lui Ky Fan, extinzandu-l la o multime nu neaparat
compacta automat indeplinita atunci cand multimea este compacta.

Rezultatele recente privind existenta solutiilor (EP) apar |n multe lucr[ri
dintre care amintim [27], [28], [29], [120]. Noi conditii necesare (si in unele
cazuri suficiente) pentru existenta solutiilor in cazul spatiilor infinit dimen-
sionale au fost propuse in [83], acestea fiind ulterior simplificate si analizate
mai departe in [82].

Primul concept de baza in domeniul well posedness isi are originea in ideea
clasica a lui J. Hadamard, formulata in 1922. Aceasta presupune existenta
unei solutii optimale unice, impreuna cu o continua dependenta fata de datele
problemei.

La inceputul anilor 60, A. Tikhonov a introdus un nou concept de well
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posedness impunand convergenta tuturor sirurilor de minimizare catre punc-
tul de minim bine definit.
Fie problema de optimizare scalara (D, h)

min h(a), a € D

unde h : D — R, si D este o multime nevida. Problema este Tikhonov
well posed daca si numai daca exista exact o solutie ag € D, astfel incat
h(ag) < h(a) pentru orice a € D si

h(a,) — h(ag)
implica a,, — ay.

Exemplul 0.0.1. Fie D = R" si functia h(a) = |a| (orice norma,).
Atunci 0 = argmin(D, h) si este evident ca (D,h) este Tikhonov well
posed.

Exemplul 0.0.2. Fie D =R s

- a pentru a >0
h(a)—{ la+ 1| pentru a <0’

in acest caz (D,h) nu este Tikhonov well posed (spunem ca problema este
Tikhonov ill posed). Intr-adevar, singurul punct de minim este ag = —1, dar
sirul de minimizare a, = 1/n nu converge catre ay.

Dattoro [59] spune ca dualitatea este un instrument puternic si des folosit
in matematica aplicata din mai multe motive. Primul motiv este ca problema
duala este intotdeauna convexa, chiar daca cea primala nu este convexa.
Motivul al doilea este ca numarul variabilelor in problema duala este egala cu
numarul constrangerilor in cea primala, iar acest numar este deseori mai mic
decat numarul variabilelor in problema primala. In al treilea rand, valoarea
maxima data de problema duala este de multe ori egala cu cea minima in
cazul problemei primale.

Lucrarea de fata este organizata, dupa cum urmeaza. Pentru inceput,
reamintim cateva definitii care faciliteaza intelegerea sectiunilor urmatoare.

Capitolul 2 se bazeaza pe problema de echilibru si generalizarile acesteia.
Prezentam cateva rezultate de existenta pentru solutiile problemelor scalare
si vectoriale de echilibru. In anii trecuti problemele vectoriale de echilibru
si cele de forma multivoca au fost intens studiate (de exemplu [51], [80]).
Aceste probleme pot fi formulate in felul urmator: fie A o multime nevida a
unui topologic spatiu vectorial X, B o multime nevida, Z un topologic spatiu
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vectorial, C' C Z un con convex si solid si f : Ax B — Z o functie de valoare
vectoriala. Problema vectoriala slaba de echilibru este

gasiti a € A astfel incat f(a,b) ¢ —int C' pentru orice b € B. (2)

In ultima parte a capitolului extindem rezultatele problemelor vectoriale
de echilibru pentru asa numitele probleme slabe de echilibru multivoc. Daca
f:Ax B — 2% o metoda de a defini problema slab& de echilibru multivoc
este urmatoarea:

gasiti a € A astfel incat f(a,b) ¢ —int C pentru orice b € B. (3)

Este de retinut faptul ca aceasta problema se reduce la o problema slaba de
echilibru multivoc. Redam aici cateva teoreme de existenta pentru problema
slaba de echilibru multivoc, precum si unele consecinte ale acestor rezultat.

Capitolul 3 este dedicat calitatii unor probleme de echilibru de a fi well-
posed. Stabilim aici o relatie intre Tikhonov well posedness pentru prob-
leme de echilibru si Tikhonov well posedness pentru jocuri necooperative,
apoi demonstram echivalenta acestui tip de well posedness cu problemele de
echilibru si jocurile necooperative. Folosind aceste rezultate, in partea a doua
a acestui capitol deducem relatia intre proprietatile de diametru. Apoi, ex-
tindem cateva dintre rezultatele obtinute de Bianchi, Kassay si Pini in [26] la
problema vectoriala tare de echilibru. De asemenea, studiem problema vec-
toriala slaba de echilibru si enuntam definitiile pentru B-well posedness si M-
well posedness pentru cazul slab. Relatia dintre aceste tipuri de well posed-
ness este stabilita aici, apoi definim conditii suficiente pentru echivalenta
notiunilor well posedness.

Ultima parte a prezentei lucrari se ocupa de aplicatii. Capitolul 5 se
bazeaza pe jocurile necooperative si cooperative. La inceput prezentam bine-
cunoscutul joc de doua persoane cu suma zero si punctele sa, oferind exemple.
Apoi, se arata modalitatea de a obtine un joc cooperativ pornind de la un joc
necooperativ (Batalia sexelor). Sectiunea urmatoare prezinta jocuri precum
”Economie cu mosieri si tarani, bazata pe productie” ” Economie cu negustori
de doua tipuri, bazata pe schimb”, ” Aeroportul”, ” Falimentul”, ” Dezvoltarea
cooperativa a resurselor de apa in Japonia”, ” Jocul simplu”. In majoritatea
acestor cazuri, elementele multimii de jucatori sunt, asa cum le arata si de-
numirile, persoane reale, de exemplu mosieri si tarani, negustori, creditori
sau votanti, dar multimea jucatorilor poate fi alcatuita si din obiective, asa
cum se intampla in cazul aterizarilor pe aeroporturi, asociatiilor agricole sau
serviciilor municipale de apa si canalizare.

In ultima sectiune deducem reprezentarea duala intre functia caracteristica
si functia indirecta a jocului cu utilitati transferabile.
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In final, ddm o conditie de regularitate de tip inchidere care asigura max-
imal monotonia sumei generalizate S + A*T A, utilizand operatori monotoni
tare reprezentabili si aratam ca ipoteza noastra este mai slaba decat cele
mentionate mai sus. Dam a aplicatie utila pentru dualitatea tare stabila
utilizand functia f + g o A, unde f si g sunt functii convexe, proprii si in-
ferior semicontinue, iar A este un operator liniar si continuu. Introducem
de asemenea unele formule de inf-convolutie generalizata si stabilim cateva
rezultate referitoare la conjugatele lor Fenchel. In ultima parte tratam cateva
exemple in care sunt utilizate rezultatele generale pentru maximal monotonia
lui S+ A*T A.

Contributiile autoarei la aceasta teza se bazeaza pe cinci articole, la patru
dintre acestea fiind coautoare. Unul [52], avand ca subiect problema slaba
de echilibru multivoc, a aparut in The Special Volume in Honour of Boris
Mordukhovich, Springer Optimization and its Application in 2010, un altul
[47] online In Set-Valued and Variational Analysis in 2011, iar celelalte trei
[46], [45], [78] au fost trimise spre publicare la jurnale ISI.

Rezultatele noastre originale sunt formulate in urmatoarele definitii, teo-
reme, propozitii si corolare:

Capitolul 2: Lema 2.3.1, Definitia 2.3.2, Teorema 2.3.3, Corolarul 2.3.4,
Corolarul 2.3.5.

Capitolul 3: Teorema 3.1.9, Teorema 3.1.20, Propozitia 3.2.11, Propozitia
3.2.12, Definitia 3.2.13, Definitia 3.2.14, Observatia 3.2.15, Definitia 3.2.16,
Propozitia 3.2.17, Propozitia 3.2.18.

Capitolul 4: Observatia 4.5.5, Teorema 4.5.7, Corolarul 4.5.8, Teorema
4.5.10, Corolarul 4.5.11, Teorema 4.5.13, Corolarul 4.5.14, Teorema 4.5.15,
Corolarul 4.5.16, Teorema 4.5.17, Observatia 4.5.18, Observatia 4.5.19, Observatia
4.5.20, Observatia 4.5.21.

Capitolul 5: Teorema 5.2.1, Observatia 5.2.3, Teorema 5.2.4, Observatia
5.2.5, Corolarul 5.2.6, Corolarul 5.2.7, Teorema 5.2.8, Observatia 5.2.9, Coro-
larul 5.2.10, Teorema 5.3.1, Teorema 5.3.3, Corolarul 5.4.1, Corolarul 5.4.2,
Corolarul 5.4.3, Corolarul 5.4.4.
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Notiuni si rezultate preliminare

Acest capitol contine notiunile matematice utilizate pe parcursul prezentei
teze de doctorat. Atat definitiile conceptelor folosite des in domeniul nostru,
cat si observatiile, respectiv propozitiile aferente acestor concepte sunt date
in aceasta sectiune.
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Problema de echilibru

2.1 Problema scalara de echilibru

Fie A si B doua multimi nevide. Fiind data o bifunctie ¢ : A x B = R,
problema echilibrului este urmatoarea:

(EP) gasiti a € A astfel incat p(a,b) > 0 pentru orice b € B.

In cele ce urmeaza, prezentam cateva rezultate de existenta pentru prob-
lema de echilibru (EP). Kassay si Kolumbéan prezinta un rezultat de existenta
general [89].

Teorema 2.1.3. Fie A un topologic spatiu compact, B o multime nevida si
fie data functia f : A x B — R astfel incat

(i) pentru fiecare b € B, functia ¢ : A — R este semicontinua superior;

(ii) pentru fiecare ay,...,am € A, by,...,br € B, A\1,...; Ay, > 0 astfel incat
S i =1, are loc inegalitatea

min Z)\f a;,b;) < sup m mm f(a b;)

1<j<k 4 acAl

(iii) oricare ar fi by,...,bx € B, uy, ..., ux > 0 astfel incat 25:1 i =1, are
loc

supz,uj (a,b;)

aeA

Atunci problema echilibrului (EP) admite o solutie.
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2.2 Problema vectoriala de echilibru

Fie ¢ : Ax B — Z o functie data, unde A si B sunt doua multimi nevide, Z
este un topologic spatiu vectorial ordonat partial de conul convex C' C Z cu
intC' # (). Consideram asa-numita problema vectoriald de echilibru in doud
feluri:

(VEP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) ¢ —C\{0} VbeB

si

(WVEP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) ¢ —intC' Vb€ B.

Prima problema se numeste problema vectoriala tare de echilibru, iar a
doua problema vectoriala slaba de echilibru.

Fie A o submultime nevida a spatiului X, B o multime nevida si fie
¢ : Ax B — Z. Urmatorul rezultat ofera conditii suficiente de existenta ale
solutiilor problemei (WVEP).

Teorema 2.2.4. [51] Fie A o multime compactad si ¢ : AX B — Z o functie
astfel incat:

(i) pentru orice b € B, functia ¢(-,b) : A — Z este semicontinud superior
pe A;

(ii) pentru orice ay, a2, ..., 0m € A, M, Aay oy A >0 cu D0 N =1,
bi,...,b, € B exista u* € C*\ {0} astfel incat

m
2, 2 At (ip(ai; b)) < sup min w'(p(a, by));
1=
(1ii) oricare ar fi by, ..., b, € B si z},...,z5 € C* nu toate nule, are loc

n

sup 323 (p(a,by) > 0.

acA =1

Atunci problema (WVEP) admite o solutie.

2.3 Problema de echilibru multivoc

Fie A o submultime nevida a unui topologic spatiu vectorial real X, B o
multime nevida, Z un spatiu normat, C' C Z un con convex solid si ¢ :
A x B — 27 este o multifunctie.
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Problema slaba de echilibru multivoc este:

(WWMEP) gasiti a € A astfel incat ¢(a,b) € —intC' Vb € B.

Prin C(Z) notam multimea submultimilor compacte ale spatiului Z.
Primul rezultat este unul tehnic, iar demonstratia sa se bazeaza pe teo-
rema de separare.

Lema 2.3.5. (A. Capdta, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie urmatoarele
conditii indeplinite de bifunctia p : A x B — C(Z)

(i) daca familia {Upy, | b € B, k € int C'} acopera multimea A, atunci ea
contine o subacoperire finita, unde

Ui = {a € Alp(a,b) + k C —int C'};

(ii) oricare ar fiay, ..., am € A, Ay, A > 0cud "t N =1,by,...,b, €
B, pentru orice d; € ¢(a;,b;) undei € {1,...,m} si j € {1,...,n}, exista
u* € C*\ {0} astfel incat

m
min Aw’(dy) < sup min max u*(p(a, by)),
1<j<n <= acA 1<j<n
1=
(1ii) pentru orice by,...,b, € B si z{,...,z5 € C* nu toate nule, are loc

n

sup max z;(p(a,b;)) > 0.
D 5 (5(0.)

Atunci problema slaba de echilibru multivoc admite o solutie.

Introducem un nou concept de convexitate pentru mulitfunctiile de doua
variabile.

Definitia 2.3.6. (A. Capata, G. Kassay, B. Mosoni [52]) FieT : X XY —
27 o mulifunctie, C' C Z un con conver solid. Functia T este asemdandtor
C-subconvexa in prima variabila daca, pentru orice 0 € int C', z1, 1o € X st
t € (0,1) exista un x3 € X, astfel incat

0+ tT(x1,y) + (1 —t)T(x2,y) C T(x3,y) + int C pentru orice y € Y.

Spunem ca T este asemanator C-subconcava in prima variabila daca —T
este asemanator C'-subconvexd in prima variabild.

Urmatorul rezultat ofera conditii suficiente de existenta ale solutiilor
problemei in ipoteze de convexitate si continuitate.
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Teorema 2.3.7. (A. Capata, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie A o multime
compacta si fie indeplinite urmatoarele conditii de bifunctia ¢ : A x B —
C(Z):

(i) (-, b) este —C'-continud superior pentru orice b € B;

(i1) ¢ este asemanator C-subconcava in prima variabila;

(1ii) pentru orice by,...,b, € B si z5,...,z5 € C* nu toate nule

n

sup Z maz 2} (¢(a, b)) > 0.
acA "~
7=1

Atunci problema slaba de echilibru multivoc admite o solutie.

Consideram un caz particular al problemei: Z = R si C' = R,. Atunci
0: Ax A— 2®si (WWMEP) devine:

(MEP) gasiti a € A astfel incat p(a,b) € — intR, Vbe A
Pentru acest caz particular obtinem urmatorul rezultat:

Corolarul 2.3.8. (A. Capata, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie p : AXxB —
C(R) o functie multivoca, astfel incat urmatoarele conditii sa fie satisfacute:

(i) daca familia {Upy | b € B, k > 0} acopera multimea A, atunci ea
contine o subacoperire finita unde

Upi = {a € Alp(a,b) + k C —int R, };

(ii) pentru orice ay, ..., am € A, Ay A > 0cud i Ni=1,b1,...,b, €
B, pentru orice d;- € ¢(a;,b;) undei e {l,...,m} sije{l,...,n}

m
min g Aid; < sup min max p(a, b;);
1<j<n £ T acA 1<j<n
=
(1ii) pentru orice by,...,b, € B si zf,...,2z5 > 0 nu toate nule are loc

supz max z;(¢(a, b;)) > 0.
acA =1
Atunci problema (M EP) admite o solutie.

Corolarul 2.3.9. (A. Capata, G. Kassay, B. Mosoni [52]) Fie A o multime
compacta si o : A x B — C(R) o functie astfel incat

(1) ¢(+,b) este =R, -continua superior pentru orice b € B;

(i7) @ este asemanator R -subconcavd in prima variabild;
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(1ii) pentru orice by,...,b, € B si 2f,...,2z5 > 0 nu toate nule are loc

n

sup Z maz 2} (¢(a, b)) > 0.
ac€A
7=1

Atunci problema (M EP) admite o solutie.

Fie A o submultime nevida inchisa si convexa a unui spatiu real local
convex si presupunem ca ¢(a, b) o submultime compacta a spatiului R pentru
orice a,b € A. Observam ca problema (M E P) este echivalenta cu urmatoarea
problema:

gasiti a € A astfel incat max p(a,b) > 0 pentru orice b € A,
cu alte cuvinte
(EP) gasiti a € A astfel incat ¢ (a,b) > 0 pentru orice b € A,

unde ¢ : X x X — RU{+o0}, cu A x A C dom f este functia data de
Y (a,b) = max ¢(a,b) pentru orice a,b € A. Presupunem ca max p(a,a) =0
oricare ar fia € A. Fiea € X. Conform [4], (EP) poate fi redusa la problema
de optimizare

P(a) li)ggw(a, b).

Este simplu de verificat ca a € A este o solutie a problemei de echilibru
(EP) daca si numai daca este o solutie pentru P(a).
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Problema de echilibru well
posed

3.1 Tikhonov well posedness

Fie D o multime nevida si fie F': D x D — R o functie. Atunci problema de
echilibru consta in gasirea unui element a € D astfel incat

F(a,b) > 0, oricare ar fi b € D. (1)

In cele ce urmeazi functia F este datd astfel incat F (a,a) = 0 pentru
orice a € D.
Fie functia gap G : D — [—00, +00) definita prin

G(a) = inf F(a,b

(a) beD (a,),

care este nepozitiva pe multimea D, si G(a) = 0 daca si numai daca a este o
solutie a problemei de echilibru.

Definitia 3.1.1. [25] Problema de echilibru este Tikhonov well posed daca
(i) exista o singurd solutie a € D pentru EP,
(i1) pentru orice sir {a,} C D astfel incat G(a,) — 0, este a,, — a.

Definitia 3.1.2. Jocul necooperativ G = (X, Y, f, g) este Tikhonov well posed
daca

(i) existda un singur echilibru Nash (T,q) si

(i1) orice echilibru Nash asimptotic (z,,y,) converge catre (T,7).

Putem enunta urmatorul rezultat:
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Teorema 3.1.3. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni) [45]) Fie X,Y topolog-
ice spatit Hausdorff si G = (X,Y, f,q) jocul cu doud persoane aferent, cu
functiile utilitare reale f,g.

Jocul G este Tikhonov well posed daca si numai daca problema de echili-
bru EP(F, X xY) este de asemenea Tikhonov well posed, unde F(a,b) =
flz,y) — flu,y) + g(x,y) — g(x,v) pentru orice a = (xz,y) € X xY and
b= (u,v) € X xY.

Relatia intre diametre este urmatoarea:

Teorema 3.1.4. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni) [/5]) Daca exista un echili-
bru Nash pentru jocul G = (X,Y, f,q) st

lim diam QF =0,
e—0,k—00

atunci
diam(e — argmin(EP)) — 0, unde € \ 0.

Mai mult, si reciproca este adevdarata daca a — F(a,b) este semicontinud
superior pentru orice b € D si oricare ar fi € > 0 si daca functiile de profit f
st g sunt marginite superioare.
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3.2 Problema vectoriala de echilibru B-well
posed si M-well posed

Fie X,Y doua topologice spatii vectoriale si C' un con inchis si convex in Y
cu interior nevid. Fie f: X x X — Y o functie cu f(x,z) = 0, pentru orice
x € X, problema vectoriala slaba de echilibru este: gasiti x € X astfel incat

f(z,y) ¢ —int C| pentru orice y € X (2)
Introducem functia multivoca ® : X — 2¥ definita prin:

®(x) = w-min(f(z, X)), (3)

unde pentru orice A C Y, multimea elementelor minimal este: w-ming(A) =
{d € A: (A—d)Nn(—int C) = 0}.

Elementul z apartine multimii daca si numai daca 0 € ®(z), unde S este
multimea solutiilor si in cele ce urmeaza presupunem ca este nevida.

Propozitia 3.2.1. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
1. (x)Nint C =0, foralz € X;
2.7€S5<0¢e€d(x);

3. x€8S=dx)NC #0;
4. 7€SedT)NC £
unde C' = (int C) U{0}.

Propozitia 3.2.2. Daca f(x,y) = F(y) — F(x), atunci {x,} este un sir de
maximizare daca si numai dacd
F(z,) = w-ming F(X).

Definitia 3.2.3. Problema vectoriala (2) este M-well-posed daca:

(i) exista cel putin o solutie, e.g. S # (;

(11) pentru orice sir de mazimizare si pentru orice Vx € Vx(0), existd ng
astfel incat x,, € S + Vx, pentru orice n > ny.

Definitia 3.2.4. Daca € € C, atunci multimea
Se) = {z € X : ®(x) N (C —¢€) # 0} este multimea solutiilor e-
aprozimative pentru problema (2).

Este de notat ca S(0) = S.
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Observatie 3.2.5. Putem stabili o legatura intre aceasta definitie si notiunea
de solutii e-slab-minimal

wQ(€) = Uyew-ming rx)1z € X : F(z) €y +e—C}.

In cazul problemelor vectoriale de optimizare unde flz,y) = F(y) — F(x),
este usor de remarcat ca S(€) = wQ(e) pentru orice x € X.

Definitia 3.2.6. Problema de echilibru vectorial (2) este B-well-posed dacd
(i) exista cel putin o solutie, adica S # 0;
(ii) proiectia S(-) : C' — 2% este Hausdor{f continud superior in € = 0,
adica pentru orice Vx € Vx(0) exista Vy € Vy(0) astfel incat S(e) C S+ Vx
pentru orice € € Vy N C.

Propozitia 3.2.7. Orice problema slaba de echilibru vectorial B-well-posed
este in acelasi timp si M-well-posed.

Propozitia 3.2.8. Presupunem ca problema slaba de echilibru vectorial este
M-well-posed si pentru orice Vy € Vy(0) exista Vy € Vy(0) astfel incat

d(X\cl(S)) N (C+Vy) C V.

Atunci problema este B-well-posed.



Capitolul 4

Jocurl necooperative si
cooperative

4.1 Jocuri necooperative de doua persoane
cu suma zero si punctele sa

Punctele sa (teorema minimaz)
Fie X,Y doua multimi nevide si h : X x Y — R o functie data. Perechea
(Z,7) € X x Y este un punct sa pentru functia h pe multimea X x Y daca

h(z,y) < h(z,7) < h(z,y), V(z,y) € X x Y. (1)
Fie A= B = X x Y sifie functia f : A x B — R definita prin

f(a,b) :== h(z,v) — h(u,y), Ya = (z,y), b = (u,v). (2)

Atunci orice solutie a problemei (EP) este punct sa pentru functia h, si vice-
versa.

Punctul sa poate fi caracterizat in felul urmator. Presupunem ca pentru
orice x € X exista minyey h(z,y), si pentru orice y € Y exista maxex h(z,y).
Atunci are loc propozitia urmatoare.

Propozitia 4.1.9. Functia f admite un punct sa pe multimea X XY daca si
numai dacd existd max,ex mingey f(z,y) si mingey maxzex f(x,y) si sunt
egale.

In aceasta sectiune enumeram urmatoarele exemple:
Jocuri de doua persoane cu suma zero
Dualitate in optimizare
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Aceasta problema generala are multe cazuri particulare importante, de
exemplu: problema de optimizare cu restrictit de inegalitate si de egalitate,
problema de programare liniara, problema de programare conica.

4.2 Exemple de jocuri necooperative

Pentru a sublinia importanta (EP), prezentam in aceasta sectiune cateva din-
tre cazurile sale particulare, intens studiate in literatura de specialitate. Cele
mai multe modeleaza probleme reale ale vietii, avand originiea in mecanica,
economie, biologie, etc.

Problema de minimizare convexra

Problema punctului fiz

Problema complementaritatii

Problema de echilibru Nash la jocurt necooperative

Problema de minimizare vectoriala

4.3 Jocuri cooperative obtinute din jocuri neco-

operative

Sa ne amintim jocul ”Batalia sexelor” pentru care strategiile sunt date. Ma-

tricea aferenta este:
L () (0.0)
(0,00 (41)
Definitia 4.3.10. Fie G5 un joc de doud persoane (necooperativ) cu multimi

finite ale strategiilor Sy si Sy si fie operatorul L = (Lq, Ly). Astfel, operatorul
joculut cooperativ corespunzator acestuia este:

L: A% R xR

Z )\ij (Si, §j> — Z )\ijL<3i7 §J>
(2 i,

unde A%V = {37 Nij(si,55) 205 Mg = L, Ay € [0,1]} este simplezul con-
struit pe perechile de strategii pure (s;, s;).

Definitia 4.3.11. Fie G5 un joc de doua persoane si operatorul L Joculusg

A

cooperativ corespunzator. Perechea de pierderi (u,v) € im(L) este pereche

~

subdominata de (v',v") € im(L) daca v’ < uw siv' < v si (v, 0") # (u,v).
Perechea (u,v) este Pareto optimala daca nu este pereche subdominata.



4.4 Jocuri cooperative in forma de functie caracteristica

19

Definitia 4.3.12. Fie G5 un joc de doua persoane si operatorul L jJocului
cooperativ corespunzator. Multimea

B :={(u,v) € im(L)|u <u*,v <v* si (u,v) Pareto optimala }

este multimea de negociere.

4.4 Jocuri cooperative in forma de functie
caracteristica

Definitia 4.4.13. Fie n € N. Jocul cooperativ de n-persoane in forma de
functie caracteristica este perechea (N,v), unde N este o multime de n ele-
mente si v : 2N — R este o functie pe multimea 2V si pentru care v(0) = 0.

Elementele multimii N sunt numite jucatori, iar functia relevanta v functia
caracteristica a jocului. O submultime S din multimea de jucatori N (S C N)
se numeste coalitie, iar v(S) valoarea (puterea) coalitiei S in joc. In multe
cazuri, elementele din multimea de jucatori N reprezinta clase sociale reale,
de exemplu proprietari de terenuri agricole si tarani, negustori, creditori sau
votanti, dar multimea de jucatori poate fi alcatuita din obiectivele binecunos-
cutelor cazuri TVA, pistele aeroporturilor, asociatii agricole sau serviciile

municipale de apa si canalizare.

4.5 Reprezentarea duala intre functia carac-
teristica si functia indirecta a jocului UT

Stabilim multimea de jucatori N si multimea P(N) = {S|S C N} alcatuita
din submultimile lui N (inclusiv multimea vida (). Un joc cooperativ cu
utilitati transferabile este definit prin asa numita functie caracteristica v :
P(N) — R pentru care v()) = 0. Asadar, jocul UT aloca fiecarei coalitii
S C N valoarea (puterea) v(S) insumand beneficiile (monetare) realizate
prin cooperarea membriilor lui S.

Definitia 4.5.14. ( [100], pagina 292) Pentru orice joc UT de n-persoane
siv:P(N)— R, consideram functia indirecta ¥ : RN — R, definitd prin

() = ol8) = ) pentr oricare = (e €RY, (3

—

unde, pentru orice S C N (inclusiv multimea vida, (), excesul €*(.S, )

v(S) = > Yk

kesS
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Observatie 4.5.15. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B.
Mosoni [78]) Fie X C R"™ o submultime si fie functia f : X — R U
{+00, —o0} Atunci functia conjugata Fenchel-Moreau f% : R" — RU{+00, —oc}
este definita prin

fx(§) = sup|< y, @ > —f(Z) | £ € X] pentru orice § € R™.

In contextul unui joc UT de n-persoane v - P(N) = R cuv(d) =0, fie
X ={-1sg € R"| S C N} si functia f*: X — R definita de f*(z) = —v(S)
pentru orice ¥ = —1lg, conjugata Fenchel-Moreau f; v : R" — R corespunde
cu functia indirecta ©° definita prin (3).

Teorema 4.5.16. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane v : P(N) — R 1-convexr. Atunci functia
indirectd ™ : RN — R satisface proprietdtile urmdtoare:

(i) °(¥) = max[0, o(N)— Y yi] pentru orice §¥ = (yr)ren € RY cu
kEN
y; < by oricare ar fii € N.

(i1
P = maxlo, o(V\{) - Y wl

keN\{¢}

= max[0 )= > Uk +ye— ]
KeN

pentru orice § = (yp)reny € RY astfel incat existd unicul £ € N cu
ye > by st y; < bY pentru orice i € N, i # L.

Corolarul 4.5.17. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Oricare ar fi jocul UT de n-persoane 1-convez cu functiav : P(N) — R,
urmdtoarele trei afirmatii sunt echivalente (§ = (yx)ren € RY)

(i) y € Core(v), adica Y(N) =v(N) si y(S) > v(S) pentru orice
SCN,S#0

(1) §(N) =v(N) si 7(5) =0
(1)) J(N)=v(N) si g<b, e, vy <b' pentruoricei € N

In cele ce urmeaza inlocuim 1-convexitatea cu 2-convexitatea in jocul de
n-persoane.
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Teorema 4.5.18. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane v : P(N) — R 2-convex. Atunci, functia
indirectd ™ : RN — R satisface proprietdtile urmdtoare:

(i) 7°(y) = max[0, v(N)—>" vk, (v({i})—y:)ien] pentru orice j € RY

keN
uy < b
(i) 7(y) = max[0, o(N\{€}) — >° ) =max[0, o(N)— > y+

keN\{¢} keN
ye — bY]  pentru orice § = (yr)ren € RY astfel incat existd un singur
element ¢ € N cu y, > b) > v({{}) si v({i}) < y; < bY pentru orice
1€ N, #L.

(111) 7 (y) = max[v(N) — kgvyk, v({j}) — y;] pentru orice ¥ = (yp)ren €

RN astfel incdt existd un singur element j € N cuy; < v({j}) < bY si
v({i}) <y < bY pentru orice i € N, i # j.

(w) 7(y) = max[o(N\{{}) — > ww, o({j}) — gl = max[v(N) -

keN\{¢}

Sk +ye— by, v({4}) — y;] pentru orice ¥ = (yp)ren € RY ast-
keN

fel incat exista un singur j, £ € N cu y, > by > v({l}), y; < bY pentru
oricei € N, i #{, siy; <v({j}) < b7, yi > v({i}) pentru orice i € N,
i,

Corolarul 4.5.19. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni

[78]) Oricare ar fi jocul UT de n-persoane 2-convez cu functiav : P(N) — R,
urmdtoarele trei afirmatii sunt echivalente (4 = (yx)ren € RY)

(i) y € Core(v), e, y(N)=uvN) s yS) >0v(S) pentru
orice SC N, S#10

i) V) =o(N) s 7 =0

(i) YJ(N)=v(N) si ov{i}) <wy; <b’ pentru oricei € N

Teorema 4.5.20. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane cu functia v : P(N) — R un joc big boss,

unde jucdtorul 1 este big boss-ul. Atunci, functia indirectd =@ : RN — R
satisface proprietatile urmatoare:

(i) () = max[0, v(N)— > w] pentru orice ¥ = (yp)ren € RY cu
keN

0 <y; <bY pentru orice i € N\{1}.
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(it) () = max[0, v(N\{l}) — ke%{e} Y] = max[0, o(N)— k%]:\/yk +

ye — bY] pentru orice ¥ = (yr)ren € RY astfel incdt existd un singur
0 e N\{1} cuy, > b} >0 500 <y; <bY pentru orice i € N\{1, (}.

(i) 7 (7) = max[—y,, v(N)— > yr] pentru orice ¥ = (yx)ren € RY
kEN
astfel incat exista un singur £ € N\{1} cuy, <0 <0b} si0 <y <bY

pentru i € N\{1,(}.

(i) 7°(¢) = max[—y;, U(N\{f})—k@%g{é}yk] = max|[—y;, v(N)—k%fvykJr

ye —bY]  pentru orice § = (yr)ren € RY astfel incat existd un singur
7, € N\{1} cuye > ) >0, y; <0 <0Y, i 0 <y; <b pentru orice
i€ N\{1,5,¢}.

Corolarul 4.5.21. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Mesequer-Artola, B. Mosoni
[78]) Pentru orice joc big boss cu functia v : P(N) — R, unde jucatorul 1 este
big boss-ul, urmdtoarele trei afirmatii sunt echivalente (§ = (yx)ren € RY)

(i) y € Core(v), e, YN)=uvN) si ¢S)>wv(S) pentru
orice SC N, S #1)

(i) g(N) =v(N) si 7(5) =0
(i) J(IN)=v(N) si 0<vy, <b pentru orice i € N\{1}

Teorema 4.5.22. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie jocul UT de n-persoane cu functia v : P(N) — R un joc clan,
coalitia T C N cu cel putin doi jucatori este clanul. Atunci, functia indi-
recta ™ : RY — R satisface proprietdtile urmdtoare:

(i) () = max[0, v(N)— > w] pentru orice ¥ = (yr)ren € RY cu
keN
y; > 0 pentru orice i € N siy; < by pentru orice i € N\T.

(ii) =(§) = max[0, v(N\{{}) — kENZ\{K} yi] = max[0, v(N) — kgvyk +

ye — bY]  pentru orice ¥ = (yr)ren € RY astfel incat existd un singur
e N\T cuy,>b) >0,y <b pentru oricet € N\T, i #{, siy; >0
pentru orice 1 € N.

(iii) 7(§) = max[—y,, v(N)— > ] pentru orice § = (yr)ren € RY
keN
astfel incat exista un singur £ € N cu y, < 0, y; > 0 pentru orice

i€ N\{l}, siy; <bY pentru orice i € N\T.
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(i) 7°(¢) = max[—y;, U(N\{f})—kGNZ\{e}yk] = max{=g;,  v(N)= 2 it

ye — bY]  pentru orice ¥ = (yr)ken € RY astfel incdt existd un sin-
gurj € N, £ € N\T cuy; <0, y; >0 pentru orice i € N\{j}, si
ye > b) >0, y; < bY pentru orice i € N\T', i # (.

Corolarul 4.5.23. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Mesequer-Artola, B. Mosoni
[78]) Pentru fiecare joc clan cu proprietatile numite, urmdatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) y € Core(v), e, YN)=vN) si ¢S >v(S) pentru
orice SC N, S#10

(1) g(N) =v(N) si 7(y) =0

(1)) YJ(N)=v(N) si y; >0 pentru oricei € N si y; < by  pentru
orice i € N\T

In cele ce urmeaza dam caracterizarea geometrica a jocului clan cand
coalitia 7' C N este clanul.

Teorema 4.5.24. (D. Hou, T.S.H. Driessen, A. Meseguer-Artola, B. Mosoni
[78]) Fie v : P(N) = R un joc UT de n-persoane si T = (z)ren € RY sat-
isface proprietatea de eficientd T(N) = v(N).

(i) Pentru orice pereche de jucdtori i,j € N, i # j, functia indirectd
7 : RN — R satisface n°(29°) = s%(Z) + 0, dacd 0 > 0 este suficient
de mare.

(i1) & € K*(v) dacd st numai daca pentru orice pereche de jucatorii,j € N,
i # j, functia indirectd satisface ©°(T9°) = 7¥(7%°) pentru § suficient
de mare.
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Maximal monotonia sumei
generalizate a doi operatori
maximal monotoni

In cele ce urmeazi X si Y sa fie spatii Banach si notam cu X*,Y* dualele
acestora. Fie S : X — 2X° T : Y — 2¥ doi operatori monotoni. Mai
mult, consideram operatorul A : X — Y liniar si continuu si notam cu A*
operatorul adjunct a lui A. Reamintim ca suma generalizata (vezi [130]),
operatorilor monotoni S, si T este definita in modul urmator:

M: X — 2% M(x)=(S+ ATA)(v).

Evident, daca X =Y si A = idyx, suma va fi suma operatorilor monotoni,
aceasta Insemnand ca

M:X = 2% M(z):=(S+T)(z),
iar daca S(x) = 0 pentru orice x € X, obtinem operatorul de compunere

M:X — 2% M(z) = A'TA(x).

5.1 Operatori si functii reprezentative maxi-
mal monotoni

Reamintim aici notiunile si teoremele ce urmeaza sa fie folosite in urmatoarea
sectiune. In cele ce urmeazd considerdm X spatiul Banach netrivial, X*
spatiul dual si X** spatiul bidual. Un operator multivoc S : X — 2% este
monoton daca

(y* —a*,y —x) >0, cand y* € S(y) si 2™ € S(x).
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Operatorul monoton S este maximal monoton, daca graficul lui S,
G(S)={(z,z"):a* € S(z)} C X x X~

nu este inclus in intregime in graficul vreunui operator monoton S’ : X —
2X" . Pentru S luam in considerare domeniul D(S) = {z € X : S(z) # 0} =
prx(G(S)) si raza R(S) = UzexS(z) = prx-(G(S)) a acestuia.

5.2 Dualitatea tare stabila si infimal convo-
lutii generalizate

Fie X si Y spatii reale local convexe separate si dualele X* si Y*.

Teorema 5.2.25. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszld [47]) Fie f :
X - Rsig:Y — R functii convexe, proprii si inferior semicontinui si
A X — Y un operator liniar si continuu, tar A* : Y* — X* operatorul
adjunct al lui A. Presupunem cd dom(f) N A= (dom(g)) # 0.

(a) Fie U o submultime nevidd a lui X*. Urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

() sup,ex{ (2", 2) = (f+g0 A)(2)} = ming-ey-{f" (2" = A"y") +¢"(y")}
pentru orice x* € U.

(13) Multimea {(x* + A*y*,r) : f*(2*) + ¢"(y*) < r} este inchisa cu
privire la multimea U x R in topologia (X*,w*) x R.

(b) Daca X si'Y sunt spatii Fréchet si
0 € *“(dom(g) — A(dom(f))),
atunci afirmatiile (i) si (ii) sunt valabile pentru orice U C X*.

Observatie 5.2.26. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Laszl6 [47])Se ob-
serva ca daca X si Y sunt spatii Fréchet atunci conditia ca multimea {(z* +
A*y* r) o f*(x*) + g*(y*) < r} este inchisa in topologia (X*, w*) x R este
mai slabd decat conditia 0 € “(dom(g) — A(dom(f))).

Teorema 5.2.27. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlé [47])
Presupunem ca A(prx(dom(f))) N (pry(dom(g))) # 0.
a) Afirmatiile urmatoare sunt echivalente:

(1) Multimea {(x*+ A*y*, ™, y** r) « f*(*, )+ g*(y*, y**) < r} este
inchisd cu privire la multimea X* x A4y.. x R in topologia (X*, w*) x
(X w*) x (Y™, w*) x R, unde Ay, = {(x, A™x*) : 2 € X**}.
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(it) (fA59)" (a*, 2*) = (f*Afg")(@*, a*) si f*Aflg” este evactd ( infi-
mumul din definitia functiei f*/A\{g* este atins) pentru orice (z*, ") €
X' x X,
b) Daca '
0 € “(prydom(g) — A(prxdom(f)))
atunci afirmatiile (i) si (1) sunt adevdrate.
Observatie 5.2.28. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlo [47])

Consideram ipoteza Teoremei 5.2.27 si respectand notatiile folosite in
demostratie, avem

“(dom(G) — N(dom(F))) = ri(dom(G) — N(dom(F))),
sau echivalent
“(prydom(g) — A(prxdom(f)))
= ri(prydom(g) — A(prxdom(f))).

Fie X si Y spatii Banach reflexive. Atunci, putem scrie Teorema 5.2.27
in forma urmatoare:

Corolarul 5.2.29. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Laszlé [47])

Consideram functia proprie, convexa si inferior semicontina f : X x X* —
Rsig:Y xY* — R. Daca A(prx(dom(f))) N (pry(dom(g))) # @ atunci
urmatoarele conditii sunt echivalente:

(i) Multimea {(2* + A*y*, x,y,7) : f*(x*,2) + ¢*(y*,y) < r} este inchisa
cu privire la X* x A4 x R in topologia (X*, |- |l.) x (X, |- ) x (Y, ||-]|) x R,
unde A4 = {(z, Az) : x € X}.

(ii) (fALg)*(z*, x) = (f*fAfg")(x*, z) si f*Ag* este exacta pentru orice
(x*,2) € X* x X.

Fie X, Y spatii Banach reflexive, cu bidualele indentice cu aceleasi X si
Y. In cazul acesta avem f*Aflg*: X* x X — R,

(f*Afg") (2", x) = inf{f* (2" — A*y*,2) + g (y*, Az) - y* € V™).
Teorema 5.2.30. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlé [47]) Pre-
supunem ca A(prx(dom(f*))) N (pry(dom(g*))) # 0.

a) Afirmatiile urmatoare sunt echivalente:

(i) Multimea {(x* + A*y*,x,y,7) : f(x,2%) + gy, y*) < 1} este inchisd

cu privire la X* x A4 xR in topologia (X*,||-||+) x (X, ||- ) x (Y, [|-]) xR

unde A% = {(z, Az) : v € X}.

(i) (DG (3,27) = (fO40)(,0%) 5i (FOg) este evactd pentru

orice (x,z*) € X x X*.
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b) Daca .
0 € “(prydom(g*) — A(prxdom(f*)))

atunci afirmatiile (i) si (i) sunt adevdrate.
Observatie 5.2.31. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlé [47])

Consideram ipoteza Teoremei 5.2.30 si respectand notatiile folosite in
demostratie, obtinem

“(dom(G) — N(dom(F))) = ri(dom(G) — N(dom(F))),
sau echivalent '
“(prydom(g") — A(prxdom(f™)))
= ri(prydom(g*) — A(prxdom(f*))).

Fie X = Y si A = idx in Teorema 5.2.30 atunci obtinem corolarul
urmator.

Corolarul 5.2.32. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlé [47])
Presupunem ca prx(dom(f*)) N pry(dom(g*)) # 0.
a) Afirmatiile urmatoare sunt echivalente:

(7) Multimea {(x* +x*, z,z,7r) : f(z,2*)+ g(y,y*) < r} este inchisa cu
privire la X* x Ax xR in topologia (X*, ||-|l«) < (X, || ]|) x (X, ]| -]|) xR,
unde Ax = {(z,z) : x € X}.

(i) (f*Org*)*(x,2*) = (fOag)(x, z*) si flsg este exacta pentru orice
(x,2*) € X x X*.

b) Daca '
0 € “(prxdom(g") — prxdom(f~))
= ri(prxdom(g*) — prxdom(f™))

atunci afirmatiile (¢) si (#4) sunt adevarate.

5.3 Maximal monotonia operatorului S+A*T'A

In aceasta sectiune dam cateva conditii suficiente, care sa asigure maximal
monotonia lui S + A*T'A, unde S si T' sunt operatori maximal monotoni de
tip Gossez (D).



5.4 Cazuri particulare 28

Teorema 5.3.33. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlo [47]) Fie A :
X — Y wun operator liniar si continuu si A* operatorul adjunct al lui A,
iar A** biadjunctul lui A. Fie S : X — 2X" siT : Y — 2¥7 doi operatori
monotoni tare-reprezentabili (strongly-representable monotone operators) cu

functiile de reprezentare (strong representative functions) hg si hy astfel incat
A(prx(dom(hg))) N (pry(dom(hr))) # 0. Consideram functia h : X x X* —

R, h(z,z*) = clj x| (hs Adhr)(x, x*). Presupunem cd urmdatoarele conditii
sunt satisfacute:

(a) 0 € “(prydom(hy) — A(prxdom(hs)));

(b) multimea {(x* + A*y*,x**,y*i, r) s bz, ™) + hh(y*, y*) < r} este
tnchisd cu privire la X* x A%.. xR in topologia (X*,w*) x (X**, w*) x
(Y™ w*) x R, unde A = {(z*, A z*) 1 2™ € X}

Atunci h este functie de reprezentare (strong representative function) a lui
S+ A*TA si S+ A*T A este operatorul monoton tare-reprezentabil (strongly-
representable monotone operator).

Daca presupunem ca X si Y sunt spatii Banach reflexive, atunci avem
urmatorul rezultat:

Teorema 5.3.34. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlo [47]) Fie A :
X = Y un operator liniar si continuu si A* operatorul adjunct a lui A. Fie
S: X —=2X siT:Y —2Y" doi operatori mazimal monotoni cu functii de
reprezentare (representative functions) hg si hy, astfel incat A(prx(dom(h%)))N
(pry (dom(h%))) # 0. Consideram functia h : X x X* — R, h(z,r*) =
(REAREY (2, 2%). Presupunem cd urmdatoarele conditii sunt satisfacute:

(a) 0 € “(prydom(h%) — A(prxdom(h%)));

(b) multimea {(z*+A*y*, x,y,7) : he(x,2*)+hr(y,y*) < r} este inchisd cu
privire la X* x A% xR in topologia (X*, |- |l.) x (X, ]|-|) x (Y, ]| ||) x R.

Atunci h este functia de reprezentare (representative function) a lui S+A*T A
st S+ A*T A este un operator mazimal monoton.
5.4 Cazuri particulare

Fie X =Y si A =idx, atunci suma generalizata S + A*T'A devine S + T si
A4, A4 devin O, O, de aceea din Teorema 5.3.33 obtinem:
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Corolarul 5.4.35. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Laszld [47])

Fie S, T : X — 2X" doi operatori monotoni tare-reprezentabili (strongly-
representable monotone operators) cu functiile de reprezentare (strong rep-
resentative functions) hg si hy astfel incat

(prx(dom(hs))) N (pry (dom(hr))) # 0,
si consideram functia b : X x X* — R,
h(zx,z*) = clj x| (hsO2hr)(x, z¥).
Presupunem ca urmatoarele conditii sunt satisfacute:
(a) 0 € “(prxdom(hr) — prxdom(hg));

(b) multimea {(z* + y*, 2™, y™*,r) + hi(a*, a*) + hh(y*,y**) < r} este
inchisa cu privire la X* X Ay« X R in topologia (X*, w*) x (X**, w*) x
(X*, w*) x R unde Axw = {(x™, ™) : 2™ € X**}.

Atunci h este functia de reprezentare (representative function) a lui S + 71" si
S + T este un operator maximal monoton.

Acum presupunem ca X este un spatiu Banach reflexiv. Atunci obtinem
urmatorul corolar:

Corolarul 5.4.36. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlo [47]) Fie

S, T : X — 2% doi operatori monotoni tare-reprezentabili (strongly-representable
monotone operators) cu functiile de reprezentare (strong representative func-
tions) hg si hy astfel incat

prx(dom(h%)) N prx(dom(h})) # 0.
Considerdam functia h: X x X* - R
h(z,z*) = (hgO1hy)* (z, x¥).
Presupunem ca urmatoarele conditii sunt satisfacute:
(a) 0 € “(prxdom(hk) — prxdom(h%));

(b) multimea {(z* + y*, x,y,7) : hs(x,z*) + hr(y,y*) < r} este inchisd cu
privire la X* x Ax xR in topologia (X*, |- ||«) X (X, [|-|]) x (X, || -]|) x R.

Atunci h este functia de reprezentare (representative function) a lui S+T si
S + T este operatorul maximal monoton.
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Din Teorema 5.3.33 obtinem urmatorul

Corolarul 5.4.37. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlé [47]) Fie
T:Y — 2Y" un operator monoton tare-reprezentabil (strongly-representable
monotone operator) cu functia de reprezentare (strong representative func-
tion) hy si A X — Y liniara si continud astfel incat (im ANpry (domhr) #
(). Presupunem ca urmdatoarele conditii sunt satisfacute:

(a) 0 € *“(im A — pry(domhr));

(b) multimea {(A*v*,v**,r) : r € R, hk(v*,v™) < r} este inchisa cu privire
la X* xim A™ x R in topologia (X*,w*) x (Y**, w*) x R.

Atunci functia h: X x X* = R, h(z,z*) = clijx ). P (x, %) este functie de
reprezentare (strong representative function) a lui A*T' A si A*T' A este opera-
torul monoton tare-reprezentabil (strongly-representable monotone operator).

Fie X si Y spatii Banach reflexive. Atunci din Teorema 5.3.34 obtinem
corolarul urmator:

Corolarul 5.4.38. (B. Burjan-Mosoni (Mosoni), S. Ldszlé [47]) Fie
T :Y — 2Y" un operator monoton tare-reprezentabil (strongly-representable
monotone operator) cu functa de reprezentare (strong representalive func-
tion) hy si A X — Y liniard si continud astfel incat (im ANpry (domhr) #
(). Presupunem ca urmdatoarele conditii sunt satisfacute:

(a) 0 € *“(im A — pry(domhr));

(b) multimea {(A*v*,v,7) : r € R, hy(v,v*) < r} este inchisa cu privire la
X* xim A xR in topologia (X*,|-|l.) x (Y,|-]]) x R.

Atunci functia b : X xX* — R, h(z,x*) = hi}(x, 2*) este functie de reprezentare
(representative function) a lui A*T A si A*T A este operatorul monoton reprezentabil
(representable monotone operator).
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